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Predgovor četvrtom 
dopunjenom i preradjenom 
izdanju 

Predinet Realne funkcije realne promenijive (kraće Analiza I) je osnova svili 
ostaiih znanja iz matematičke anaiize, i kao fcakav se u većem ili manjern 
obimu predaje na prvoj godini studija na svim prirodno-rnatematičkim, 
fcelmičkim, fcehnoioškim i njima srodnim fakultetima. Davno je uočeno da 
studenli česfco iniciju ozbiijnih teškoća kod saviadavanja gradiva iz Anaiize 
I, što zbog nedovoijriog znanja koje su poneli iz srednje škoie, što zbog ob- 
jekfcivne težine ovog predmeta. Zbog toga se pojavila potreba za pisanje 
zbirke kojahi omogućila lakše savladavanje pojmova, razumevanje dokaza i 
rešavanje zadataka iz Anaiize I. 

Prvo izdanje zbirke iz Analize I, prvi deo, je izdat 1989. godine. Zbirka je 
bila dobro prihvaćena od relativno širokog kruga čitaiaca. Naime, za nepunih 
osam godina, zbirka je već imaia tri rasprodata izdanja. što dovoljno govori 
da su je koristili ne samo studenti matematike i informatike PMP-a za koje 
je prevashodno bila pisana. 

Knjiga koju čitalac ima pređ sobom, prati koncepciju prethodnih izdanja, 
ali je i dobar deo prethodnog sadržaja promenjen. Nairne, u ovom izdanju 
su mnogi ranije davani zadaci izosfcavljeni ili zamenjeni (npr. pogiavlje o 
Dedekindovim presecirna), a ubačen je veći broj zadataka koji su zadnjih 
godina davani na pismenim ispitima iz Analize I za studente informatike. Taj 
deo je obradio mr Nenad Djapić, asisfcent na Insfcifcutu za mafcematiku PMF- 
a u Novom Sadu. Naravno, ispravljene su i primećene greške ili nepreciznosti 
koje su postojale u ranijim izdanjima. 

Zbirka je podeljena u sedam glava. Svaka glava počinje sa kratkim pre- 
gledom pojmova i tvrdjeuja koja su potrebna u fcoj glavi. Posie toga đafct 
su zadaci i fco poredjani po srodnosti i po težini. Najveći broj zadafcaka je 
detaljno madjen, iako preporučujemo čifcaocima da dafca rešenja koriste tek 
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resavanja. Craftci Cimkcijasti veanom izradjoni pomoću pro- 
^m^”Scient;ifIc VVorkPlaco” firme ” Г !Ч'Л SofUvare” iz Novog Moksika. Doo 
^Preflfpfcaka je originaian, a neki su varijacija zadataka iz sUndardnih udžbonika 


®^|^^®birki.iz Analize I. 

] pj^pil^Prijalina nam je dužnost. cla so zahvalimo dr Kndro Papu i dr Ljiljani 
pi®Sajić, redovnim profesorima PMF-a u Novom Sadii, na pazljivom čitanju 
li^lbicopisa, i korismm primcdbama i savetima koji sn doprineli boljem kvalitetu 
i^ J ‘"’^S§j)irko. Takodje se zahvaljnjemo svirn ostaiim kolegama. koji sn nam ргесНп/ЈП 
i Ifff izvestan broj zadataka ili ukazali na greške u ranijim izdanjima. Na kraju, 
Vst : :l|4 zahvaijujerno se Inst.ilut.u za matematiku Prirodno-matematičkog fakniteta 
u Novom Sadu što nam je oniognćio korišćenje svoje opremc u toku rada na 
; J.; ovoj knjizi. 


Novi Sad, sepl.embra 1997. 
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Giava 1 

Uvod 


1.1 Skupovi 

Skup je osnovni pojam u inatematici. Skupovi se obeležavaju velikim 
•slovima iatinice, na 'primer A , B } C, . . . , X, У, . . . / Skup je poznat ako je 
poznato pravilo } ograničenje ili osobina na osnovu lcoje možemo odrediti sve 
ujegove elemente. Elemerite skupa obeležavamo malim slovirna latmice,' na 
prirner a. 6 ,c, . Ako eiement х pripada (resp. ne pripada) skupu 

..V, to pišerno х 6 X (resp. .г* 0 X). Ako elemenfc х irna osobinu i 3 , tada fco 
označavamo sa Р(.г). Skup elemenata х sa osobinom P pišerrio {x\ P(x)}< 
Skup X je podskup skupa Y } što pišemo X C Y } ako svaki elemenfc 
skupa X pripada skupu Y, tj. 

X C Y (Уж) х € X =>; х £ Y. 

Prazan sicup 0, tj. skup koji nema elemenata, se može đefmisati kao 0 — 
(гј х ф х }. Za proizvoljan skup X važi da je prazan skup njegov podskup. 
Ako je X CY \Y C Х> fcada kažemo da su X 1 Y jednaki skupovi i pišemo 
X = У <=> (Vx) (х ех <=> х € Y). , 

Za nas će najvažniji bifci skupovi brojeva; N (skup prirodnih brojeva), Z 
(skup celili brojeva), Q (skup racionalnih brojeva), R (skup realnih brojeva) 
i G (skup kompleksnih brojeva), za ko je važi 

NCZCQCRCC, (1-1) 

Osnovne operacije sa skupovima su: 

® unija slcupova; X U Y = {гј х £ X V x € У}; 

© presek skupova X f\Y — (гј х £ X Д х £ Y } ; 

® razlika slcupova X \ Y = (хј х £ X V х ^ У}; 
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* komplement skupa С.Х = {л:| х € // V ж 0 V }, 

је ti univorznlni skup koji ima osohinu da za sve skupove Л . sa kojima 
radimo, vn.ži V C U Лко je X П V — 0 7 tada kažemo da su skupovi Л' i Y 
disj unk l;ui . 

Neka su dn.f.i neprazni skupovi Л' i Y Tada je uredjeni par (*,?/) ele- 
menai:a <E Л i у € V definisan kao skup sa dva olemeni.a na sledeći način: 

(*.»)={{*}.{*.»}} 

Dekartov proizvod slcupova X i Y, u ozuaci X х Y, je skup svili ured jenih 
parova (:r.,y), gdc je :i: 6 Л' i у P Y, tj. 

X X Y = {(:»:, ;//)| х G X, у € Y } , 

Kažemo dase izmedjvi skupova X i V' može uspostavili uzajanmo jed- 
noznačno preslikavan je alco svakom eiernentu skupa V odgovara jedan i 
sarno jedaii elemenl: skiipa У i, ohrmito, svakom eleinentu sknpa V odgovara 
jedau i saiuo jndan elemont skupa X. U tom slučaju kažerno da sn sknpovi 
X i Y ekvivalentni, što pišemo X ~ Y. 

Skup Л je konaćan ako postoji takvo n g N da je X ~ {i,2, . . . n] 
Skup koji ni je koviača.n je lveskoriača.n. Skup Л je prekrrojiv a.ko je X ~ 

Svi skupovi brojeva u (1.1) su beskonačni, skupovi N, Z, i Q su prebrojivi, 
a skupovi Tt i (J n inu prebrojivi. 

Defmicija 1.1. Relacija p na nepraznom skupu X je porlskup skupa X X X, 
ij. elementi p sn nredjeni parovi čiji sn i prvi i drugi elemenl iz skupa X. 

Ako uredjeni par (x,y) g Л' х X pripada skupu p C X х A', tada pišemo 

хру I ka.žorno da sti х i у u relaciji p Relacija p može irnati i neke od sledećili 
važnih osohina: 

• refleksi vuost: (V:?; C Л') хрх; 

® simetrićnost: (Va;, у € Л') хру =* урх: 

* an f'isirnot ričnosfc: (Va:,7/C X) xpy/\ypx =t> х = ?/; 

@ tranziti vnost: (V.t,i/,z q Л) хру Д xpz =* 

Relacija /> па skupu ./! je relacija ekvivalencije ako je refleksivna, 
simol.iična \ tranzitivria. Relaci ja p na skupu X je relacija poretlca ako je 
rofleksi vna, antisimetrična i tranzitivna. 

U sv * m skupovirna brojeva, jednakosf; ( = ) je relacija ekvivalencije. Takodje 
jo kougi uencija po modulu m. za proizvoljno m £ N relacija ekvivalenci ja na 
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U skupu realnih brojeva R. rolacijo manjn ili jednaho ( <) i veće Ш jednnko 
(> ) su rolacijo poretka. Ako jc istovremeno х < у i х Ф ?/, tada pišemo х < у 
lli, ekvivalentno, у > х 

1.1. 1 Zadaci 

1.1. Pokn.-ah. slcdeće osoinne operacija sa. skupnmnui: 

© zakon idenipo t.encijc : Л U Л = Л , Л П X — Л ; 

© zakon komuUicije: Л U V r = V U Л , X П = Y П Л ; 

« zakon asocijacije: ( X\jY)UZ = X\J(YUZ) (X C\Y)OZ = X П(1 OZ); 

o zakom disLribucije: Л U ( Y П Z) = { Л г U Y) П (Л U Z), 

X П (Y U Z) = (X П V ) U (X П Z); 

© zaknn apsorpcije : X П (Л" U V' ) = X , X U (ЛГ П У) = X ; 

ф X U 0 = Л, Л U U = U, X П 0 = 0, X П U = Л ; 

© Л иСЛ = U, X П СХ = 0; 

© Ј)с llforganovi zakoni: С ( Л' U V") = СХ П CY, С(Х П F) = СХ U С Y, 

Sa U je. označen univerzalni skup . 

Rešenja. Pokazaćemo drugi De Morganov zakon: 

rr G C(X П Y ) *=> х X П V <=> х 0 X V ж ? 

<=> ж G СЛ' V * G СГ <=> ® € (СХ U CY). 

1.2. Dali sn skupovi: 

a) Д = { | 0 < х < 3); /7 = {.т| 2 < * < 4); 

b) /! = {.т| :r 2 — 4.т < ()}; 77 = {т| х 2 - 5т + 4 > 0). 

OdredUi skupove Л U 77, /1 П В , /I \ B i В\А. 

Rezultati. 

a) /I U 77 = {т| 0 < х < 4}; /1 П /7 = {т| 2 < ж < 3); 

/1 \ /7 = {х\ 0< х < 2); // \ /I = {х\ 3 < * < 4}. 

b) Posto јс Л = { | 0 < х < 4} i ЈЗ = С U //, gtle је С = {тј - оо < х < 

I.) i I) = { х | 4 < х < оо}, to јс 
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A U B = /I U (C U D) — {x\ — oo < х < -j-oo} = R. 

АП B = An(C\J.D) = (AnC)U(A U D) = {arj 0 < х < 1}, 
•Л\В = A\(CUD)= {.г| 1 < х < 4}. 


1.3. Pokazati sledeća tvrdjenja. 

a ) Sku P Parnih, skup neparnih prirodnih brojeva i skup celih brojeva Z su 

prebrojivi skupovi. 

b) Sku 'P racionalnih brojeva intervala (0, 1] i skup racionatnih brojeva Q su 

prebrojivi skupovi. 

c) Skup realmh brojeva iz intervala (0, 1) i skup svih realnih brojeua R nisu 

prebrojivi skupovi. 


Rešenja. 


b) Napišimo sve racionalne brojeve iz intervala (0.1] kao 


1 ’ 2 ’ 2 ’ 
i izvršimo preslikavanje 
, 1 - 1 


12 3 4 
4 ’ 4 ’ 4 *. . 4 ’ 


(Svakom pmodnom broju dodelili srno jedan i samo jedan racionalan 
ro j - hrojevi koji se ponavljaju uzeti su samo jedanput.) 


c) Pretpostavicemo suprotno, tj. da je skup (0.1) prebrojiv. Tada se rnože 
svakotn prirodnom broju dodeliti tačno jedan realan broj iz intervala 
(0,1). Za dato n 6 N neka odgovara decimalni broj 0, d nl d n2 . . . d nn 
iz intei vala (0, 1). Posmatrajmo u svakom od ovih brojeva cifru X' i 
odredimo cifre a n na sledeći način: 

„ _ / 0, «n„ = 1 

' 1 l 1, “nn ф 1. 

Sada se broj a = 0, а г а 2 . . . a n . . . razlikuje od svakog pretliodnog 
realnog broja bar u jednoj decimali, što je tt kontradikciji sa pret- 
postavkoin o ekvivalenciji skupova N i {х 6 R| 0 < х < l}. 
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1.2 Matematička inđukcija 

U skupu prirodnih brojeva važi princip matematičke indukcije: 

Neka je X podskup skupa pnrodnih brojeva koji sadrži broj 1 i za svaki 
elemenl n 6 X važi (n + 1) E X, Tada je X = N, tj. skup X se poklapa sa 
skupom prirodnih brojeva R. 

Princip matematičke mdukcije koristimo za dokaz raznih formula koje 
važe za sve prirodne hrojeve počev od nekog, najčešce od broja 1. Taj pos- 
tupak dokazivauja se sastoji iz tri dela: 

1) dokaz da je formula tačna za n = 1, (ili za rielco početno n 0 > 1); 

2) pretpostavka da je formula tačna za n — m; 

3) dokaz da je formula tada tačna za n — m -f 1. 

Na osnovu principa matematičke indukcije sada sledi da je skup onih 
vrednost koje zadovoljava ju dato tvrdjenje u stvan skup svih prirodnih hro- 
jeva } (eventualno počev od nekog п 0 )- 
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1,7. Pidniiili da je :n svako n 6 N 
a) hrnj 5 2 :,n -- + З 3 ”-' dcljtv sa 19; 


10 "-н _ 9 n _ 10 

b) :i -i- :i:i + ззз + + зз. з — 

п sainraka 

П.пнопје. 

n) Poši.o je 5 2 -I- З 2 = 10, tvrdjenjo je lnf.no хп n = 1. Pod pretpostavkom da je 
Ino.i 5 2 3m-,! + 3 :,m_l deljiv sa 19, iinamo 

5 2 з("Ч-|)-г + з%"+')-' - 8 5 2 :,m-2 + 27 ■ 3 Hm -' 

= 8(5 • 2 3m-2 + 3 3m-i ) + 19 • 3 3m-1 

Prvi sabirak je tleljiv sa 19 po pretposlavc.i, a drngi sadrži faktor 19. 

. „ 10 2 -9 1-10 ....... „ . 

1,) Za n = I data fbrmula posta.ie 3 = — , slo znaci daje tacna. 1 od 

pretpostavkorn da je dala formula tačna za nelco rt = rn, dobijamo 

10 m+1 — 9rn — 10 „ 

3 + 33 + 333 + ■ + 33. ..3 = — + 33-J 

rn + 1. sabirak rn + I cifra 


3 + 33 + 333+ ■ +33...3 


+ 3++5 

rn Ч- 1 cifra 


1 

” 27 

(10 ,л 

+ l - 9m - 

- 10 + : 

27 

(10 m + d 

Н) 1 + 10°)) 

1 

“ 2 T 

9 (9 

10 m+l - 

- Blm- 

- 90 -} 

-81 10 m+1 - 

-81) 

1 

“ 2 T 

"9 ° 

(I0 m+2 - 

- 9(771 - t 

- t)- 

10) 



1.8. Pokazati jcdnako.sl 

\ l 1 П тчт 

arctg- + arctg- -I- + arci.g— = arct.g — — , 

2 o 2?i “ ?i ~r 1 

Л.ебепје. Za 71 — 1 Гогти1а je tačna. Pod pretpoRtavkom da je tačna za n = rn 

ttnaino 11 1 1 

arctg- + arctg- + + arctg^ + arctg — = 

rn 1 

= arC,:g ^TT + arClg 2(mT-lT 


m + L ' 2 (тт 1 -f j.)' J 
m 1 

rn = l 2(m + L) 2 
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1 . 9 . Втотт koeficitni Q J t n 6 N, k 6 N 0l 0 < к < л, definiše se kao 


fPo deftniciji je 0 ! = 1 .). 


W ' kl (n~k)\ ,J " 

a) Dokazati siedeću formuhi za btnomne koefictenie. 


*) + G"i)-C+i)- n6N '^ 6N o. 


b) Dokazait binomnu forrnulu. 


(a + i) n 


a" * 4 *, a.b e B., n e N. 


Rešenja. b) Za n = 1 formula (1.3) je tačna: 


(a + 6)‘ = Qj a ‘-«6*-i + Q a i-iii-o = „ + fc 
Pod pretpostavkorn daje formula ( 1 . 3 ) tačna иа пеко n = m, na bsnovu a) dobijamo 


(« + *)■» + *= (52 (™) e m-t fc H (e+4) 






a m+l -j- ^2 


m + 1 lw + r^rV™+i 


rl 6* + A m+I =Ј2{ 7 

l ~n V 


a ™-k+l b k 


1 . 10 . P okazaii da su sledeće formule iačnc: 




b) cas(ka) 


na , (n + l)a 
s,n -у s,n 1 9 

5 , a £ {2?rč| <6 Z), 

sin - 

пл (n-fl)a* 

cos — cos 

. 2 2 


\ П X sin X 

c) || COS - — -J-, 0 < х < 7 Г 


a $ {2rrf| t 6 Z), 


/.2. M ЛТЕМ ATIĆK A INDUKCIJA 


a 2 a 

\ r, s,n sln "V 

нЈ l* n = 1 data formula postaje sina = Q 2 , gto je tačno. Pod 

Sln 2 

pretpostavkom da je formula tačna za п = m, pokažimo da je tačna i za 
п = m -f- 1 : 

m + 1 П 2 а (?л+ 1 )а 

sm — sui l— 

2 = sin ( fc “) = 5 2 + sm((m + 1 )а)' 

i-= i sm — 

2 


(m -f l)g 


2 10 (mHrl)o 

— а“ + 2 cos 

sin “ 1 

2 


(m -f ])а- 


■ ч ; п ( m + 1 )P ..т. a , (m -f L)a а 
bin - cos — -f cos ~ sm — 


< ) Zb n - I dala formuia postaje cos | = - ° Ш % . Pretpostavimo da je formula 

2 ‘ sin y 

tačna za n = m. Tada imamo 

m+l 

П г sin х х 

cos ^ = =- < cos —■ ■■ ■ • 

l K ftm А Om-f 1 

Д:= 1 2 Sin — 1 


sm X « COS 

__ 2 m l 1 Sln х 

ДЈ дј * ***" 

2 m 2 COS — sin Oru-M 

2 m H 2 m + l 

1.11. Pokazciti siedeće nejednakosti za n 6 N : 

a ; 0 + a ) ~ ^ T д.г*. х > —1 (Bernulijeva nejed nal^ost): 

b ) U + *i)( l + *j) ■ (1 + * n ) > 1 + *, + *, + ... + * n 

(uopštena Bernulijtva nejednakost), gde je > -1. k = 1, n 
i svi Хк su isiog znaka\ 


\ . fn + l\ n 

c) n! < (-у-Ј , n > 1. 


Rešenja. 


CILAVA t rVOf) 

a) Za n = l imamo (1 4- .r) f > I 4 i r. rreipnKtavimo da је nojndnakosi. 

tačna. za •/? = *m, i;j. ( I 4- r) m > .1 4 гп.х i pokažimo da ju onda ona 

tačna za n = 7n 4 1 i r > — 1 : 

( i 4 x) m + ' = ( I 4 r)(l 4 r) m > (1 -I- х ) ( 1 4 тпх ) 

= I 4 (m 4 i)r -j- ■ m:r 7 > i 4 (m 4 ! )r. 

b) Za n — 1 .nejenakost je or'evidna. Protpostavimo da je nojednakost tačna 

za n — m. I 'ad a je zi)og usiova х г хј > 0, j = j . 2. n 

(i 4*0(14*2) ■■(14 r m ) (14r m . M ) 

> ( 1 -I- х j 4 х 2 4 - 4 r m ) ' ( ] 4 r m -M ) 

= 1 4 r i 4 r 2 4 ■ • • 4 r m 4 г 7П . и + ( L 4 rj 4 r 2 4 h r m ) * r m . M 

> .1 -I- r , 4 r 2 4 • ♦ ' -f- r m 4 r m . M . 



/ 2 -|- | \ 2 

c) Za 71. = 2 clata nejednakost pofilaje 2! < ( — ) , slo je l.ačno. Pod 
pretpostavko m da je nejednakost; tačna za n = m, važi 

(m. 4 1)! = (m 4 1) * m! < (m. 1) ( — ^ 


m 4 2\ тИ 


\ m. 1 


Iz Dernniijeve nejednakosfi slecli 


/ j[ \т-м 

( 1 I ) > 1 I- ( m. -h 1) 

V 7П -)- i 


777. 4 1 




1.12. Pokazati sledeće nejednakosii: 


( . 2. А/.Л ТРМЛТ1СК A !N D U KCUA 


0 r j 4 Г 2 4 • 4 r n > 7?., c/c/e je х к >0, k = 1 , . , ??., 

г r j r 2 r n = S., 7?. £ N; 


, ч i 1 1 13 

^ 77. -|- 1 + 77. -|- 2 4 + 277. + 24’ 

c) x /n < 1 -| — ~ 4 ■ • • j — 7 = < 2 \fn, n € N, 7i > 2. 


Rešen ja. 

a) Za 7 ?. = 1 tvrdjene je trivijaino. Neka je data nejednakost tačna za bilo 
kojih m pozitivnih brojeva. čiji je proizvod jeclnak 1. Ta.da za rn j- 1 
pozitivnih brojeva r ,, г 2 ,- . - , r m , , čiji je proizvocl jednak 1, važi 
jedan od sleđećih uslova. 

« Sve vrednosti k = 1, . . . m+1 jednake su 1; tada je za n = m+ L 
nejednakost očigiedna. 

® Bar jedan od 7п + 1 brojeva je rnan ji od 1; neka je, na priiner, 
x m < 1. Tada je bar jedan od preostalih m bro jeva veći od 1; 
neka je, na primer, r m+i > 1. Tada m brojeva r j , r 2j . . . ,r m _ 1} 
x m • r m .pi zadovoljava huluktivnu pretpostavkn, pa je 

rj + r 2 4 ■ • • 4 r m _ i 4 r m * r m . hl > m, 

odakle je 

r i j- r 2 4 • * * j- r m 4 г т+ 1 > m — r m • г т .м 4 r m 4 r m .j_i 

= m 4 1 4 r m (l г т _м) 4 r m .j.i 1 

= 77i 4 1 4 (1 г т )(г т _м !)• 

Kako je po pretpostavci 1 — r m > 0 i r m .,.i — 1 > 0, to imamo 
х г j- r 2 4 • * * -h r m j- r m+1 > тп + 1. 


c) Za n = 2 imamo у/2 < 1 j — 7= < 2\/2, što je tačno zbog 1,41 < л/2 < 

v2 

1.42 . Nelca je formula tačna za n = 771. Tada možemo pisati 

1 1 1 _ 1 

1 j 7= 4 • ‘ ' j 7= 'i 7= == > v m j . 

\/2 \/m vm 4 1 \/mj- 1 


Ako poka.žemo da je izraz 


V тп 4 1 
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pozitivau, tada leva sfcrana nejednalcosfci siedi po pnncipu matemafcičke 
indukcije. Za izraz u (1.4) važi 

VTFi + -■~ 1 - x/mTT = ^ (т+ +11г ( Т±Ј) 

V m 4- 1 \/m 4- T 


у 7 т(?п + 1) - 7П 


Desna strana nejednakosti dafce formule na osnovu indukfcivne nret- 
1 1 

posfcavke je [ + — +.-}- — = < 2^, što daje 
V2 vm 


1 4- — -f • • • + ~r= + ■ < 2 у/т + z. 

V 2 у/пг лЈт + х лЈ т + l 

Tvrdjenje sada sledi iz nejednakosfci 


2у/уп(т + 1) + 1 

yjrri + 1 


2\/m(m + 1) + 1 - 2m - 2 
\/m + 1 


^im 2 + 4*m - \/4т 2 + 4m + 1 


1.13. 

Izrazi 




A := 

Л(х и 

( .г* 2 , . . 

^ - ?; i + *2 + * * • + г У1 

• > г п j . — 

Ј ж 2> • • • > * n 




n 

S : = 

G(x i, 

*2, • • 

• >* n ) ;== л/г i * г 2 • • д; ПЈ а; г) 

i г 2 . . . . , a; n > 0, 

H := 

W(®i> 

..г 2} .. 

л п 

..,х п ). - Ј Ј Г 



_ — | h • * H 

г i г 2 х n 

predstavljaju respekhvno aritmetičku, geometrijsku г harmonijsku sredinu 
brojeva Жј , a; i: . . . , x n . Pokazali sledeće nejedankosti: 

+ x 2 -I h x n 

> <yxi -хг --x n , х г , rc 2 , . . . , x n > 0; 


b) yx~ t • z 2 • • - ж п > -= 


1 I T~> x \ > ® 2 > • • • , x n > 0. 

| b • • • -| 

x l X 2 x n 


Primedba. Nejednakosti a) i b) predstavljaju vezu izmedju aritmetičke, 
geornetrijske i harmonijske sredine Л > Q > H za x t , x 2 , . . . , x n > o! 
Specijaino je za n = 2 Л ■ H = Q 2 . 
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Primetimo da jednakosti u a} i b) imamo sanio u slučaju kada je a-j = ,г- 0 = 


Rešenja. a) Za n = 2 imamo — + — - v IE[x 2 - -^ 1 
Pretpostavimo da je nejednakost taćna za n = m > 2. Tada 


X\ yj X 2 


X\ + X 2 + - + X m + ж ш . и 

771 + 1 


m ~ + — + -' + ^ + 
m ^ 

m + 1 


Prema iome je 

.t‘| + Х'2 + ■ - + X rn + гуп -fr-l 

771 + 1 


m чух г x 2 •• • X m + x 7l 
m + 1 


V 1 ! ' Ж 2 • •®7п + 1 


^ rn 'iyx x • x 2 • ‘ • X m + a ; m+1 

> m+ -yii .-*2 '. a-m + l • 

Ako označimo sa p m < m+1 ) ;= ац - ж 2 • ■ • * m i g m + l := * m+1 , dobijamo 
m 'ф Гј • д 2 ■ • • x m + * m+ i 

m _j_ j Г " л/ Х \ ' x 2 ' ’ ' '"m ' 


mp™* 1 + r/ m+1 1 

TTT pmg = ттт (mpm(p " g) - gipm - q7n » 


mp m - qp m - q 2 p m ~ 2 


P — <? 
m + 1 


((p m - <?P rn_1 ) -I- (P m - q 2 p m ~ 2 ) +•••-!- (P m - g m )) 


Тјт ( pm-1 (p - «) + p m_2 (p 2 - <? 2 ) + ' ' ' + (P m - <? m )) 


= ~Ti ( p ’ n 1 + pm 2(p + + • " + (p m_1 + p m_2 <? + • ■ • + <? m-1 )) > 0. 

11 1 

b) Na osnovu a) za brojeve — , — ■ — imamo, 

X\ Х 2 X n 
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1.3 Ap s o 1 u I, ii a v r e d n o s t 

Dennicija 1.2. Apsolutna vrednost realnog broja a se definiše kao 


rc 

ako 

a > 0 

0, 

ako 

a = 0 


ako 

a < 0 


1.3/1 Zadaci 

1.14. Pokaznli da za svako х £ R vaze sledeće osobine apsolulne vrednosti. 

a) |ж| = 0 <*=>■ х 0; b) | - x\ — |x|; 

c) — j.r| < X < jx|; d) jx| < e <=> —e < m < e\ 

e) | :к | < e <=> —e < т < e. 

Reserija. 

a) Sledi iz denmicije 1.2. 

b) Za х = 0 je trivijalno. Za х < 0 važi — rr > 0 pa iz defiuicije 1.2 sledi 

\x\ = ~~x i | — ж| = —х. Tako je ј.тј = | - ж|. Za х > 0 jeduakost je 
ocigledna. 

1.15. Pokazali da. za svako х , ?/ £ R važe sledeće osobine apsolulne vred - 
nosh . 


а ) 1* + 7/1 < h : l 4- |j/|; 

b) 

1* - ?/l > |l*l - |?/||; 

c) |x 1/1 = |x| |j/|; 

d) 

х |x| 

-=И. Vć0. 

у M 

R.ešenjo . а) Iz nejednakosti — |ж| 

< < N ' 

- |?/l < ?/ < |j/|, sledi 

+ U/\) < -r + У < |r| + |?/|, ili 
b) Iz a), dobijamo sledeće nejednakosti 

|x + i/| < |x| + jy|. 

|x| - |x - у + 1 /| < |x - 1/1 1 - \у\ 
Prema tome je 

• |j/l = 1?/ - 

х + x| < | — (х — т/)| + 

-1* - 7/1 < 1*1 - Ij/I < 1 

Relacije c) i d) slede iz definicije j 

1* - v\ => |l*l 
1.2. 

- l?/l| < 1* - у\- 


l.:j. 4 l y SOLUTNA VU EDNOST 
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1.16. Pokazah da za svako .r, , хч, , . . , x n £ R važi sledeće: 
a ) I X] x fc\ := l :,: i T л; 2 T ' ' ' 4- •'tnl < XZ \ x k\\ 


b) |3.т f 2| - | х - 2| = 10; 


b) П *fch=l*i + П N1- 

I к~) I k — l 

Rešenje. KoristiU matematićku mdukciju. 

1,17. Reši ti sledeće jednačine: 

a) |5x + 6| = 1; b) |3x + 2| - јх - 2| = 10; 

c) |x| - |x - 1| + 3|x - 2| - 2|x - 3| = a:+ 1. 

Rešenja. 

a) Na osnovu defmicije apsolutne vrednosti, za х £ f-oo, -6/5) (5ж + 6 < 0) 
data jednaćina se može pisati — (5.т + 6) = 1, što daje х = —7/5. Za 
х > —6/5 data jeduačina se može pisati kao 5x f 6 = 1, čije rešenje je 


b) U ovoiu slućaju posmatraćerno prvo vređnosti х £ ( — оо,— 2/3). Tada je 

Зт f 2 < 0 i х — 2 < 0, pa se data jednačina može pisati kao 

— (Зт -f 2) + (т - 2) = 10, odakle je х = -7. 

Za х £ (-2/3, 2) , imamo Зт + 2 -|- (т - 2) = 10, odakle je х = 14/3, 
što ne može biti rešenje posmatrane jednačine јег 1.4/3 £ (—2/3,2). 

Za т 6 (2, oo) , imamo Зт -f 2 — (т — 2) = 10, odakle je т = 3. 

c) т = -IV х > 3. 

stedeće nejednačine 


x f- “i; 


a) | 

■Lv. -1- l| < |1i - 7 1 ; 

b) 

т -f 1 

* + 5 

X 

c) 

5 * + 2 > 2, 

2x - 3 " ’ т 2 1 

d) 

х + l 

«0 1 

|т 2 — тј — |т| < 1; 

f) ! 

|x 3 — X 

g) 

|i- I* - г|| < 1 ; 

h) 

Н+И 
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Rezuitati. 

a) X e (- 00 . IJU[‘l>+oo). b) X 6 (-3, + 00 ). 

c > *6 (-oo,-8]U(4/9,3/2)U(3/2,+oo). d) *€(-1,0). 
e) х € ( — 1,1 + л/2). f) * 6 (1 - v/2,0)U(0,l + у/2). 

g) х 6 (-1, i)U('.3). . h) * € (-1/2, 1/2). ; 

1.4 Skup R kao potpuno uredjeno polje 

Prikazaćemo sacla aksiomatsko zađavauje realnih brojeva. 

Neka je skup R = {х*, z, ...} zatvorert u odnosu ria operacije sabiranja 

(-|-) i rnoženja ( ) (tj. i zbir i proizvod bilo koja dva elernenta iz R je element 

slmpa R). N a osnovu sledeće tri aksiome: 

(Rl) (Va:, y t z € R) (® А у) + z = a; -f (у + z) 

(asoci jativnost sabiranja); 

(R2) (30 € R) (V.x 6R)® + 0 = 0 + ® = ® 

(postojanje neutralnog elemenfca za sabiranje); 

(R3) (V.r G R) (3(— х) G R) (—®) -f- х = .т -f (™г*) = 0 
(posfcojanje invcrznog elementa za sabiranje), 

skup R dni grupu u odnosu na sabiranje, a ako se đoda i aksioma 

(R4) (Vx t y G R) х -f У — у А х 
(komutativnost sabiranja), 

tada (R, +) postaje Abelova ili komutativna grupa. 

Na osnovu sledeće ćetiri aksiome, (R \ {0},*) postaje Icomutativna 

grupa: 

(R5) (V;c, y t z £ R) (х - у) < z ~ х • (у • z) 

(asocijafcivnost rnnoženja); 

(R6) (31 € R \ {0}) (V* € R) *-1 = 1.® = X* 

(postojanje neuferalnog eleinenta za množenje); 

(R7) (V® € R\ {0}) (3®“ a e R \ { 0 }) ®“* -® = х-а;” 1 = 1 
(postojanje inverznog elementa za nmoženje); 
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(R8) (V®, 1 / € R) X 'У = у • X 
(komutativnost množenja). 

Prethodnih osam aksioma sa aksiomom 

(R9) (V®, у г z € R) * * (у + z) = х • у + х * z, (® + y)-z = x- z + y- z 
(distributivnost množenja u odnosu na sabiranje), 

čine da struktura (R. } +, =), tj. skup R u odnosu na operacije sabiranja i 
množenja, čhu polje. 

U skupu R definisana je i binarna reiacija тпапје iii jednako (<) pornoću 
sledećih pet aksiorna: 

(RlO) (V® G R) х < х (refleksivnost binarne reiacije <); 

(Rll) (Vx, у џ z G R) х < у Л у < z х < z 
(tranzitivnost binarne relacije <); 

(R12) (Vx, у e R) (® < у л у < ®) =4 X = у • 

(antisirnetrija binarne relacije <); i 

(R13) ( Vx , у 6 R) ® < у V у < х 
(uporedivost); 

(R14) (Vx, y y z € R) х < у =4 (® + z < у + z) 

(kompatibilnost reiacije < u odnosu na sabiranje); 

(R15) (V®, у € R) (0 < х Л 0 <y) 40 <x*y 

(kompatibilnost relacije < u odnosu na množenje); 

Prethodnih petnaest aksioma definišu skup R sa operacijama sabiranja 
i miioženja i relacijom < kao uredjeno polje. 

Konačim, imaino aksiomu 

(R16) Neka su X \ Y dva neprazna podskupa skupa R sa osobinom 

(V® € X) (Vy 6 Y) х < у. 

Tada postoji c 6 R takav da je 

(V® € X) (Vy в Y) х <c<y. 

Ovih šesnaesfe aksiorna odredjuju R kao kompletno uredjeno polje. 
Primetimo da situp racionalnih brojeva, Q, zadovoljava prvih petnaest, ali 
ne i zadnju šesnaestu, aksiomu. 

Uvedirno još neke pojmove vezane za skup realnih brojeva. 
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© Пгој d G R j« clonje ograničenje nepraznog skupa A C R ako va.ži 

(V:k € X) х > d. 

*> Skup Л C R je ograničen odozdo ako ima bar jedno donje ograni- 
čenje. 

© Najvoće donje ogvanićenje skupa Л C R (ili- infimum skupa Л) je 
broj г £ R za koji važe uslovi: 

- (V.t £ Л") х > г (tj. г je donje ogranićenje skupa Л"); 

- (Ve > 0) (Зх £ X) X < г -}- e. 

© Infimum skupa X C R koji pripada skupu X se naziva. minimum 
skupa X. 

© ЗЗгој (] £ R je gornje ograničenje nepraznog skupa X C R ako važi 

(Vt € X) х < g. 

© Skup X C R je ograničen odozgo ako ima bar jedno gornje ogrant- 
čenje. 

© Najmanje gornje ograničeuje skupa X C R (ili*. supremum skupa Л ) 
je broj s € R za koji važe uslovi: 

- (V.t G Л ) х < s (tj. s je gornje ograničenje skupa Л г ); 

- (Ve > 0) (Зх € X) х > s — e. 

9 Supreimim вкираЛ" C R koji pripada skupu Л se naziva maksimum 
skupa X 

9 Skup Л C R je ograničen ako je ograničen i sa donje i sa gornje 
strane. 

Važni podskupovi skupa. R su intervali sa. krajnjim tačkama a i /ј, gde 
je a < h. 

© Otvoren interval je (ft,fr) ■= {ж € R| ft < х < h }. 

© Zatvoren interval je [n. f b] : = {т £ R| ft < х < h } 

© Intervali stt i skupovi (a, /јЈ := {ж € R| a < т < 6} i 
[a, h) : = {:i: E R| a < х < h} 

P rimetimo da. su svi ovi intervali ograničeni. Neograničeni intervali 
su sledeći skupovi: 
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• (o, +co) := {х € R| X > rt) i (a. +oo) := {х € R| х > «); 

. (-00,6) := {i € R| х < b] i (-00,6] := {х 6 R| х < 6}; 

o ( — oc,+oo) := (х € R) = R 
Teorema 1.1 Arhimedova teorema. 

Zn svako X > 0 i у б R, posloji n G N tnko da vaii пх > у. 

1.4.1 Zadaci 

1.19. Pomoću aksioma (Rl), (RS), (R3) i (Rj ') pokazati 

a) u skupu R postoji jedinstven neutralni elemeni za sabiranje; 

b) u skupu R svaki element ima jedinstven inverzni element и odnosu na 

sabiranje; 

c) za date realne brojeve a г 6 jednačma a + х = 6 ima jedinstveno resenje 

п R. 

1.20. Pomoću aksioma (П5), (R6), (R7), (R8) i (R9) pokazati 

a) n skupu. R. postoji jedinstven neutralni elem.ent za množenje; 

b) 1 i sknpu R svaki element. ima jedinslven inverzni eleme.nl u odnosu na 

množenje; 

c) za daie realne brojeve a i b jednačina 1 

a<x = b (1-5) 

гта jedinslveno rešenje u R. 

Rešenja. 

a) Iz aksioine (116) siedi ekzistencija neutralnog elementaza množenje. Pret- 

postavimo da postoje dva neutra.lna elernenta za množenje. na primer 
i t 2 . Tada na osnovu (RG) i (R8) sledi 

l , = 1 1 I 2 = I 2 * li = l^* 

b) Naosnovu aksiome (117) za svaki elemenat х € R postoji njegov inverzni 

elemenat u odnosn na množenje. Pretpostavimo da postoje dva takva 
eiementa za elemenat recimo .т, i т 2 . Tada iz (116), (R5) i (R9) sledi 
х , = :r, 1 = т, ‘ ( х ■ x 7 ) = (х i х) • х 2 = X 2 • (ж, • х) = *2 1 = *2- 
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c) Pomoću aksioma (R8), (R5) , (R7) i (R6), pokazaćemo da broj .г- := 
l> ■ (u ‘) predstavlja rešeuje jednačine 1.5 

yx- = a.(i.( a ->)) = (I .( (a -.). 4) = (a , (fl 4,). 6= l.b = b.l = b. 
Pod pretpostavkom da postoji elemenat a+ ф х koji takodje pred- 
stavlja rešenje jednačine 1 .5 tj. važi b = a ■ х г . Tada je 

(a _1 ) ■ b — (a -1 ) • (a ■ а -’i ) ((a -1 ) • a) • хј = 1 • ж) = х Л . 

Znaci х, = (д -1 ) ■ b = b ■ (a -1 ) = х, što je suprotno pretpostavci. 

1.21. PomoćufRl), (Rg), .... (R 15 ) г zadatka L19 г 12() Wf ~ d 
sve х,у,х', у' eR važi 

i - ... b) — a; = ( — 1) • x] 

e \ / w' ч Х ’ d ) x (-y) = -(a -у) = -(x)i/: 

e) (-»)(-») = хр; f) « < 0 ^ -ж > 0: 

П /' ~J J T, ~ У ' h) (* < 0 Л У < 0) =► *! I > п: 

k\ Vl У ~ У ^ Х + х ' $ У + V‘\ Ј) (* < 0 Л у > 0) ± ху < 0: 
к) ° < 1ј 1) * > 0 <=* х -1 > 0. ‘ 

Rešenja. 

a) Na osnovu aksioma (116), (R8) i (R2) imamo 

* + *.0 = *-1 + *.0 = *.(1 + 0 ) = *.1 = *, 
odakle .г + ж-О = х. Iz zadatkaa 1.19 c) sleđi da je z 0 takodje jedinični 
elemenat za sabiranje; tako da na osnovu 1.19. a) imamo х • 0 = 0. 

b) Aksioma (R8) i a) daju 

х + (-1) - * = (1 -|- (-1)) ■ х = 0 • х = х ■ 0 = 0. 

Na osnovu toga je (-1) • х takodje inverzan eiemenat eiementn х pa 
prema primeru 1.19.b) imamo (-1) • х = -х. 

c) Na osnovu definicije elernenta -(-*) je (-*) + (-(_*)) = o. d ok na 

osnuvu dehnicije suprotnog eiementa u ođnosu na sabiranje -х je 

+ * ~ Nii osnov " jedinstvenosti rešenja jednačine a + х = b 
dobijamo tvrdjenje. 

ci) Na osnovu jednakosti 

0 = X 0 = x(y -I- (-уу)) = ху x(-y) t ili ху + x(-y) = () 

' Х У + (~( Х У)) = П siedi x(-y) = ~(xy). 

e) Siedi iz d) i c). 

f) Jz aksiome (RJ4) siedi * < 0 => (-*) + * < (-*) + 0 =+ 0 < -х. 
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g) * <У=> ((-х) + (-»)) + z < ((-*) + (-»)) + »=► —у < -х. 
ћ) Pomoću f), (R15) i e) irnarno 

(х < 0 Л у < 0) =► (-* > 0 Л -у > 0) Г+ (- 2 /)(-*) >0 +=> ху > 0. 

r) Како је х < у =*■ х + .г' < х‘ + у i ,г' < у‘ =>. х ‘ + у < ij 1 + у> iz (Rl 1 ) i 
(R4) sledi tvrdjenje. 

j) (х < 0Л0 < у) =+-(0 < -*Л0 < у) =+ (0< (-х)у) '=+ (0 < (( — l)x)y) 

=4. (0 < ( — 1)(ху)) =}> (0 < — (жг/)) =+ ( Х у < о). 

k) Na osnovu aksiome (R6) је 1 ф 0, а na osnovu (Rl3) је ili 1 > 0 ili 1 < 0. 

Neka je 1 < 0; tada iz h) i 1 ф 0 sledi (1 < 0 Л 1 < 0) =Ф (0 < 1 • 1) => 
п < 1. To је kontradikcija što znači da je 1 > 0. 

l) Prvo je, o; -1 ф 0. Neka je ,г -1 < 0. Tada iz j) sledi 

(г -1 < 0 Л 0 < х) => (х ■ г -1 < 0) =+ (1 < 0), 
što је kontrađikcija sa к). 

1.22. Pokazati da Arhimedova teorema važi u skupu racionalnih brojeva, 
(Va <E Q, a > 0) (Vb e Q) (Bn 6 N) na > b. 


Rešenje. Ako je a > 0 i b < 0. tada možemo uzeti n = 1 pa teorema važi. 
Medjutim ako je a = ~ , b = ~, za prirodne brojeve т и т 2 ,П 1 i n 2 , 
tada za n := m 2 n t + 1, imamo 

na = (m 2 ni -Kl)— > rn^nj > — = 6 
m 2 ~ n 2 

zato što je mj 7 i 2 > 1. 


1.23. h orišenjem Avhtmedove teoreme pokazaii sledeće 

a) za suako х 6 R, х ф 0, postoji ц 6 N takvo da važi 0 < 1 < |гј; 

п 1 

b) ako za nenegativan broj х važi da je za svako n € N х < -- , tada je 


c) za svako х € R posloje brojevi n x ,n 2 6 N takvi da je -n x < х < n 2 ; 

d) za svako х 6 R postoji k 0 e Z lakav da je k 0 < х < k 0 + 1; 

e ) svako х, у 6 R, х < у, postoji racionalan broj r, takav da je х < r < у. 
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.Rešenja. 

a) Neka je х ф 0 odnosno |rr| > 0. Tada na osnovu Arhimedove fceoreme 
sledi da za realne hrojeve l i |:к| posl'.oji n £ N takvo da važi n\x\ > 1, 



b) y\ko je х > 0, tada iz a) sledi da postoji n £ N takvo da je :к > ~ (b = I. 

i a = I :r j u Arhimedovoj teoremi.) 

c) Kako je l > 0, to postoji n £ N talcvo da je n 1 > х. Analogno postoji 

ri £ N takvo da je ri i > ~~x ođnosno —ri < ж. Za 77. f = ri i n? = n, 

dobijamo tvrdjenje. 

c.I) Na osnovu Arhimedove teoreme sleđi da posloji k £ N takvo da je k l > 

| х | > х, f,j. k > х. Neka je k 0 najveći medju brojevima 0, ± 1 , . , dz/v 

koji nije veei od х . Tada je к 0 < х < к 0 + L Po konstrukciji, к 0 je 
jedinstveno odredjen . 

Primedba. Najveći ceo realnog broja х jeste najveći ceo broj manji ili 
jednak sa brojem х i označava se sa [:к]. 

e) Ako je х < i/, tada je у — х > 0, pa prema a) postoji 7 ?, £ N takav da 

je — < 7 / — х. Na ositovu d), postoji jedinstveno p £ Z talcvo da. je 

n 

p = [n:cj, tj. p < пх < p \~ 1. Tada je p T i < ny 7 jer bi p T I. > пу 

značilo , t 

71 ( 7 / — a:) < p T l — V => V — х < — , 

n 

V T 1 , p T I 

što je kontradikci.ja. Kako je £ Q i х < < у, to za 

n n 

p T I 

racionalan broj r možemo uzeti broj 

n 

1.24. Pohazalt da jednačina 

7; 2 = 2 (1.6) 

ncma rešenja u sknpu racionalnih Imrjeva Q 

Itešenje. Pretpostavimo da postoji racionalan broj r ko ji je rešenje jednačine 
(i.G); i neka je recimo r > 0. Tada se može pisati r = gde su p i q uza- 

■ ' ' (j 

V 2 

jamno prosti prirodni brojevi takvi da važi r 2 = — = 2, odnosno p 1 = 2q\ 
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Odatlo slecti da. je p 2 paran bro.j, pa je i p talcodje paran broj. Znači možemo 
pisali p = 2 k za neko k € N, odakle je q 7 = 2 k 2 . Prema tome q 7 , a takoclje i 
q su parni brojevi, što je kontradikcija jer brojevi p i q nisu uzajamno prosti. 

1.25. Pnkaznli da jednačina (16) ima rešenje n skupu rmlnih hrojeva R 


Rešenje. Definišimo skuove X i Y kao 

х •= {ж e R.+I > < 2} i Y := {i/ e R+i у 2 > 2}, 
gde је R+ = (х € R| ж > 0} skup svih realnih pozitivnih brojeva. Kako je 
[2 _ ј <- 2 i 2 2 = 4 > 2, sledi da je 1 € X i 2 € Y, što zna.či da skupovi X i 
V nisu pra.zni. Takoclje je X П Y = 0. Ako su х i у pozitivni brojevi, važi 

.•e < Ј/ -$=> х 7 < у' 2 . 

'l'o 7 ,nači da je proizvoljan elemenat iz X manji od bilo kog elementa iz Y. 
Uslovi aksiome (RIG) su zadovoljeni pa prema (1116), postoji renlan broj r 
takav da je 

(V* 6 A’) (Vy € Y) х < r < у. (1T) 


Pokažimo da je r 7 = 2. Na osnovu (1113) postoje tri mogućnosti: r 2 < 2 ili 
r 7 > 2 ili r 2 = 2. Pokazaćemo poslednju jednakost. ^ ^ 


Ib’clpostavimo f)rvo da je r 1 < 2. Tada realan broj r^ 2- 


pripada 


skupu X , jer je 


4-2 = 4 


7' 2 + 2r + 1 

(Г +W 


(r + 2) 2 


S drugc strane iz 


r T 1 


r - rj = r - 2 — = — — г < 0, 
r -k 2 r T 2 


sledi da je r t 6 У, odnosno rj € X П У što je kontradikcija jer su i Y 
birani tako da im presek bucle prazan. 

Pretpostavka da je r 2 > 2 takodje đaje kontradictiju. Znači, ostaje samo 

treća mogućnost, odnosno r 2 = 2. 


Primedba Na osnovu primera 1.24, sledi da rcšenje х jednačine (1.5) 
nijc racionalan broj. U srvari, postoje dva realna broja koja zadovoijavaju 
jednačinu х 2 = 2, a to su \/2 i -\/2. 


1.26. Pokazati da je 

a) ^/n za 777 1 п £ N ili ceo ili iracionalan broj; 

b) v /nT \Лј -h 1 jesie iracionalan broj, za svako n £ N; 

( .) T л/п ус iracionalan hroj za svako n £ N 
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Rešenja. 

a) Pretpostavimo suprotno, t.j., ’-Jn — — , gde su p i q celi uzajamno prosti brojevi 

P m ^ 

* M / 1- Tada je n = — t odakie sledi da p i q irnaju zajedničlu faktor raziičit 
q m 

od l t što je kontradikcija. 

b) Zasvaki prtrodan broj n važi n~ < n(n + 1) < (п-{-1) 2 , pa п(п -f 1) nije potpuu 

kvadraL. Zbog a), je koren \/п(п - f 1) iracionalan broj. Tz 


(Vn + 


2n + 1 + 2\/n(n • 


siedi da je broj (Jn 4- л /n 4~ l) 2 iracionalan, a takodje i yjn + Jn • 

c) Ako je n = 6 2 za neko 6 E N, tada iz jeđnakosti 


у п + л/п = \/ 6 2 + 6 = \/6(6 + 1) 
sledi da broj yn + >/n nije racionaian. 

Ako n nije kva drat nekog ceiog broja, tada Jn nije racionalan broj, pa ni 
broj \J n + л/п nije racionalan. 

1.27. Pokazati da 

a) j& broj л/б tracionalan; 

b) da su brojevt 4л/3 i 2 + \/3 iracionalni; 

c) )t broj — - — iracionalan za svako n 6 N. 

V n 

1.28. Označimo sa (R]6’) sledeći iskaz: 

(RI6)’ Svakt sa donje strane ograničen podskup skupa realnih brojeva ima 
infimurn . 

a) Pokazalt da svaki sa gornje (respektivno donje) strane ograničen podskup 

skupa reainih biojeva гтпа supremum (respektivno infimum). ; 

b) Pokazati da se u sistemu aksioma (Rl)~ (RJ6) poslednja aksioma tj . 

(R16) zamenjuje iskazom ( Rl6 ’). 

Rešenje. 

a) Pokazaćerrm da svald neprazan sa gornje strane ograničen skup X C R 
ima supremum. Neka je skup Y definisan na sledeći način 
Y = {у\(у€П)Л(\Гх€Х)х<у}. 
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Skup Y je prema pretpostavci neprazan, pa možemo prirneniti aksiomu 
(Rld) koja kaže da tada postoji c E R tako da je 

(V.T e X)(Vy 6 Y) х < c < у. (1.8) 

Na osnovu konstrukcije skupa Y je c = min Y ~ sup X, Zaista c e Y 
jer u suprotnom ako c £ Y tada postoji х £ X takvo da je c < ; .г\ što 
je u suprotnosti sa (1.8). 

1.29. Dokazati Kantorovu teoremu; 

Teorema 1.2 Neka je za svako n e N dai zatvoren inlervai [a n ,6 n ] г neka 
m > n povlači [a m ,6 m ] C [a n ,b n ], tj. a n < a m < b m < b„. Tada je 

nč N '■ 

■ , ' ' ‘ ‘ t 

1.30. Pokazati da iz Arhimedove г Kantorove ieoreme sledi akstorna (R16 } ) 
odnosno da svakt neprazan sa danje siran'e ogramČen skup ima infimum. 

Rešenje. Neka je neprazan skup B C R ograničen sa donje strane brojem 
a.i \ neka elemenat 6j e B . Tada za svako m e N postoji najveći broj 
n = n m e N 0) (gde je N 0 = N U 0,) takav đa je 

a m = а к + donje ograničenje slcupa B . 

Zaista^ ako je = inf B tada n m = 0. Ako je a\ / inf B tada postoji 
n rn e N takvo da važi 

а 1П = ai + ~~ < x } za svako х e B. 

Pretpostavimo da ne postoji najveće тг e N sa navedenom osobinom, nego 
da za svako n e N važi 


a\ + — < г, za svako х € B. 
n 

Tada je — < х - a l} za svako n e N, što je u suprotnosti sa Arhimedovom 
teoremom. ч 

Ako označimo sa h Tn = а ш + — , tada (po konstrukciji a m ) je b m e B 1 
za svako m e N važi [a mt b m ] j 0 kao i 


[ fl i > M 2 [«2, b 2 ] 2 * * ♦ 

Na osnovu Kantorove teorerne postoji b } b e flmeNhn^m]- 

Znači, za svako rn e N je a m < b < b m . Pokažimo da za svako £ > 0 
postoji m e N takav da je b - e < a m . Ako pretpostavimo suprotno tj. da 
postoji £ > 0 takvo da za svako m važi a m < b — £, tada je 



Њјп ^ T 1 
2 m 2 m 



GLAVA I UVOD 


što 7 ,nnri da јр f < — ti. 2 T ” <г -- 7,a svako m £ N, Ivorišćen још Berniilijeve 
. " ' 2 m ‘ ' £ 
n o j o r 1 u akos t i i m атп o 

(I -f- l) m > 1 + • L, odnosno i -f* m < za svako тп £ N. 

št:o je u suprotnosti sa Arhimedovom fceoremom. Prema fcome postoji fcakvo 
m (E N, da za svako £ > 0 važi h — £ < а тп . 

S druge sfcrane, za dafco £ posfcoji 7n G N saosobinom daje b < b m < fr-j-e. 
U suprotnorn za svako m £ N je 

b m = a m + < > b -|- e > а -|- e, ili je ™ > e. 

Na isti načiu kao u prefliodnom slučaju dobijamo kontradikciju. Znači, za 
dafco £ > 0 postoji /71 G N fcako da važi 

- £ < Л < /7 T 7 t < b -h £ (1.9) 

Pokažimo sada. da je b infimum skupa B. Pre svega po konsfcrukciji za 
proizvoljno х £ B postoji 6 m < х, pa je /> jedno donje ograničen jeskupa B. 
Iz (1.9) sledi da je fco i naveče donje ograničehje. 

1.31. Nekn je [а пт 6 п ], n = 1,2. . 77 . 7 . 2 : zntvorenih. intervala takvih da je 


a) a n < b n , n = 1,2. ; 

b) [a n+ i,fr„ +l | C [ап,6«1 

prethodnom ); 


1,2. . . ( , 9 т?аА:г siedeći miervnl sadržan je n 


c) ]j m (6 n — a Tl ) = 0 1 , n = 1,2. (dužine intervala teže nuli) 

n— t-OO ' 

Pokazati da iada. postoji jedmi г samo jedan realan hroj a којг ieži u s\nm 
intervalima fa n , h n ). 

Rešenje. Na osnovu Kanfcorove teoreme sledi da je Ппрм[ а п)^п] ф 0- Znači 
posfcoji realan b.roj х koji pripada svim intervalima, tj. a n < х < b n . Prefc- 
posfcavimo da posfcoji jos jedan broj у > х fcakav da je a n < у < 6 rt , za svalco 
n £ N. Tada iz nejednakosti 

a n < х < у < h n sledi 0 < у - х < b n - а п , za svako n £ N, 
šfco je 11 suprotnosti sa prelpostavkom da dužine intervala teže nuli kada se 
тг povećava. 


1.32. Neka je skup A dai sa A — ^ - + - - - - --- - 1 77 

inf A = 0 i snp -Л = 1. 


G N Pokazaii da je 


Definicija granične vređnosfci niza data je м trećoj glavi 
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Rešenje. Za 77 £ N imamo 


2 " 2n, -}- l “ 2 2??. -f 1 2(27?.+ 1) " 

To znači da je skup A ograničeii odozdo sa. 0 pa prema primcni 1-28 ima 
infimum. Pokažimo da je 0 infimum skupa A. Pretposfcavimo da je ueko 

£ > 0 infimum skupa /1, fcada јп £ < ~ (za 7 ? = 1). Лко označimo sa 

u 


( I — 2c )| + 1 fcada za n > тг 0 važi 


2 2?г + 1 

šio je kontradikcija sa pretpostavkom da je £ > 0 infimum skupa A. 

Pokažimo da je 1 supremum skupa A. Zaista, 1 je gornje ograničenje 
skupa /1, jer za. svako n £ N važi 

/ j 7 ? \ I 

1 ~ U * 2i7+\) - 2(2n+ 1) ^ °' 

Za svako £ > 0 izaberimo 7?. 0 kao gore; t.ada za n > n 0 važi 

1 n 

1 - £ < - + < 1. 

2 2 77 + l “ 

Poslednja nejednakosfc pokazuje đa je 1 supremum skupa /1, šfco zna.či da 
za svako £ > 0 posfcoji eiemenat х \z A ko ji pripada infcervalu ( I — £, 1) 


1.33. Za neprazan skup X C R definišimo —X := ( — ж| х E уТ}. Pokazaii 
a) inf( — X) = — sup X ; b) sup(-X) = - infX, 

pod. pvetpostavkom. da je u a) (resp. u hj) skup X. ofjraničen odoztjo ( 'resp . 
odozdo). 


Rešenja. 

a) Na osnovu zadatka 1.28 skup X ima supremum; označimo ga sa M . 
Kako je M gornje ograničenje skupa X, fco važi 

(V.t £ X) .т < M <=> (V.t £ X) — т > —M. 

Odafcle је 

(V?/ £ (-X)) у > - М . (1-10) 

Kako је М i najmanje gornje ograničenje za skup X, fco je 
(V£ > 0) (З.тј £ X) х ^ > M-e (V£ > 0) (Зх г £ X) -x x < -M +£. 
Prema fcorue je 

(V£ > 0) (Зх 7 £ (-X)) т 2 < M + £ . (111) 

Reladje (1,10) i (1,11) govore da je -M infimum skupa -X 

b) Analogno kao pod a). 
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1.34. Naka au X г Y dva neprazna podskupa od R ograničena odozdo (resp. 
odozpo). Označimo sa 

S := {5 = X T 1/1 X £ X 7 у eY}. 

Pokazali da skup S гта infimum (resp. supremum) i da važi 

n\l S = inf X + infy ( resp . sup S = sup Л" T 'sup Y). ’ * 

Rešenje. Iz zadatica 1.28, sledi da ako su skupovi X i У ograničeni odozdo, 
tada oni imaju infimum; označimo ga sa т г = inf X* i m 2 = inf У Tako je 

(Vx 6 X) х > rni i (Vi/ 6 У) 1 / > m 2 . 

Neka je s proizvoljan elemenat skupa S ; tada postoji х £ X i у € У takvi 
da je s = х* + 2/. Prcma tome je 

$ = х + у > mi + т 2 , ‘ , 

pa je skup 5 ograničen odozdo sa m A Pokažimo da je broj m = mp + 7П 2 

najveće donje ograničenje za 5. Za dato £, postoji ajj 6 X i 1/1 € У takvi da 

Ј е 

^ 1 Ш < m 2 + 2 * 

To povlači da 

(V‘£ > 0) (3st :=. x*i + j/i G 5) s x = х г -f 2/1 < + m 2 + £, 

i tako smo dobili da je m = mj T m 2 infimum skupa 5. 

1.35. Odrediti infimume i supremume sledećih skupova (ако опг postoje) i 
proveritt da li su oni г mimmunu ili rnaksimumi. 

a) b) *=Ш" ен } ; 


c) X 




Rezultati. 

2 3 

a) inf X = rnin X = sup X = — b) inf X = 0, supX = maxX = 3. 

^ 5 

c) inf X = min X = -2, maxl = d) inf X = min X — 1, sup X = 1. 


1-5 Skup R kao topološlci prostor 

Defmicija 1,3. Okolina tačlce x 0 6 R je svaki skup U(x 0 ) C R koji za 
пеко e > 0 sadrži otvorem interval (x*o — £,.т 0 + £). 




! 
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•Jasno, svaka okolina :i; 0 € R sadrži x 0 , i svaki interval (a,6) koji sadrži tačku 
x 0 je takodje i njena okolina. 

Definicija 1.4. Neprazan skup A C R je otvoren ako je okoiina svake 
svoje iačke. 

Po definiciji, i prazan skup je otvoren. 

Definicija 1.5. Skup A C R je zatvoren ako je njegoo komplement u 
odriosu na R, ij. skup R \ /1, otvoren. 

Svaki “otvoreni interval” (a t b) je otvoreni skup, dok je svaki “zatvoreni 
interval” [a,6] zatvoren skup u smislu zadnje dve defmicije (pokažite to!) . 

Definicija 1.6. Neka je A podskup skupa realnmih brojeva R. . 

a) Tačka x 0 £ R je unutrašnja tačlca skupa A ako je A okolina tačke x 0 . 

Unutrašnjost skupa Л, u oznaci Л°, je skup unutrašnjih iačaka skupa 
A. 

b) Tačka x 0 € R je adherentna tačka skupa A ako u svakoj okolim x 0 

postoji bar jedria taĆka iz A. Adherencija (ili: zatvaranjej skupa A t 
u oznaci A } je skup adherentnih iačaka skupa A. 

c) Tačka x 0 £ R je fcačka nagomilavanja skupa A ako za svaku okolina x 0 

posioji barjedna iaćka iz A različita od x 0 . SLup tačaka nagomilavanja 
skupa A obeiežavaćemo sa AL 

d) Tačka x 0 £ A je izolovana tačka skupa A ako postoji okolina x 0 koja 

пе. sadrži drugih tačaka iz /1. 

e) Tačka x 0 £ R je rubna tačka skupa A ako u svakoj okolini x 0 postoji 

bar jedna Lačka iz A г har jedna taČka iz njegovog kornplementa R\ A. 
Skup rubnih tačaka skupa A obeiežavaćemo sa дА. 

Skup /I C R je ograničen ako je ograničen i sa. donje i sa gornje strane. 

Definicija 1.7. Skup K C R je kompaktan ako je ograničen г zaivoren. 

Teorema 1.3. Bolcano-Vajerštrasova teorema 

Svahi beskonačan i ograničen skup A C R ima bar jednu tačku nagoniila- 
vanja u R (koja ne rnora pripadati skupu A). 
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Definicija 1.8. Fmnilija sknpovn {/9 7 j г £ 1} je pokrivač skupa A C R 
акп za svako х C A postoji indeks i iz mdeksnog skupa I lakav da je х 6 В{. 
Ako su f dodnt.no , svi skupovi oivoreni. tada se familvja { B x | г £ /} zove 
otvoreni pokrivač skupa A . 

Definicija 1.9. Skup A C R п?ш Hajne—Borelovu osobiuu rzAro 57;n/:z 
oivoreni pokrivač vnm konačni podpokrivač. 

Drugim rečima, ako je {О г ј г C /} familija. otvorenih skupova čija unija 
sadrži Л, l;ada iz činjenice da A iina Hajue-Borelovu osobinu sleđi da postoji 
konačan podskup C / takav da važi 

Лс IJ O,-. 

*€ d 

Primeclba. U Ilausdorfovim topološkim prostorima (videti zadatak 1.44) 
ITajne-Borelova osobina se obično koristi za defmiciju kompaktnosti. U za- 
datku 1 .51 ćiemo pokazati da je skup K C R kompaktan (= ograničen i 
zatvoren) ako i samo ako ima Hajne-Borelovu osobinu. 2 

1.5.1 Zadaci 

1.36. Naći miulrašnjasi, zatvaranje, tačke. nagomilavanja, izolovane i rubne 
lačke za sledeče skupove: 

a) A = [0, 1); b) Д = {(>, 1 ,^, ...,C .. j ; 

C) C ={^| neN }; d > D = N-{1,2,...}. 

Rezultati. 

a) A° — (0,1), A = [0,1], Л' = [0,1], A nema izolovanih tačaka, 

дА = {0,1}. 

b) B° = 0, B = /?, В г = {0}, sve tačke skupa B \ {0} su izolovane, 

дВ = Đ.. 

c) (7° = 0, (7 = СУ{0}, C' = {0}, sve tačke iz C su izolovane, 

дс = c. 

d) /7° = 0, D = D, D f = 0, sve tačke iz D su izolovane, 7/7 = 77. 

2 MncijuUm, postoje topološki prostori и kojima posloje sknpovi koji s« ogranioeni i 
zatvoreni, ali nemajn Иајпе -Borelovn osobinnf 
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1.37. Pokazaii da ako je a C R lačkn nagomiiavanja skupa A C R, tadn u 
svakoj okolini tačke a ima beskonačno mnogo tačaka iz A. 

Rešenje. Лко je U(a) proizvoljna okoiina o, tada prema defi niciji 1.3 pos- 
toji interval (a - е л , a + £i) C U(a). (Ovaj interval je takodje okolina tačke 
rv.) Pošto je a tačka nagomilavanja skupa A , prema definiciji 1.6 c) postoji 
element a^ ф a sa osobinom 

ai £ (a - 6i,a-h г г )р]/1. 

Stavimo ‘= (|а - ai|)/2. Tada u intervalu (a - £ 2 >« + £ 2 ) postoji 
element a 2 C Д ko ji je različiti i od a i od a^. Nastavijajuči ovaj postupak, 
dobijamo beskonačno mnogo tačaka iz A koje leže u intervalu (ст — £ 1 , a + £j ), 
clakle i 11 datoj okolini U(a) tačke a. 

1.38. Pok.azati da je svaka tačka nagomilavanja skupa A C R takodje i n 
zalvaranju tog skupa. Da li je obrnuio tvrdjenje Lačno? 

Rešenje. Neka je ст tačka nagomilavanja slcupa A. Tada u svakoj okoiini 
U(a) od a postoji tačka 0 £ Л, /3 ф a. Prema definiciji 1.6 b), a je tada i u 
skupu /1, tj. u zatvaranju skupa A. 

Obrmito tvrcljenje nije tačno, kako ćemo vicleti iz sledećeg рптпега. 

Neka je A := (0, 1)U{ 2 }- Tada je 7Г = [0,1]U{ 2 }> dok je skup tačaka 
nagomilavanja. A! = [0,1]. Naime, tačka 2 nije tačka nagomilavanja skupa 
/1, nego je njegova izoiovana tačka jer interva.1 (2 — |,2 + |) neina drugih 
tačaka iz A raziičitih od samog broja 2. 

1.39. Pokazati da za svaki sknp Л C R važi jednakost A = A(JA f , tj. 
zalvaranje skupa je jednako uniji tog skupa i njegovih tačaka nagomilavanja. 

Rešenje. Iz tlefinicije 1.6 b) sledi A C A, dok iz zadatka 1.38 sledi A f C A, 
pa je /1 U Л! C A. Da bi dokazali obrnutu inkiuziju, neka je х C A. Tada 
je ili х £ /1 (u kom slučaju nema više šta da se pokazuje), ili je х ^ A. U 
zadnjem slučaju, treba da pokažemo da je х tačka nagomilavanja skupa A. 
U suprotnom, postojala bi okolina tačke х kojaje disjunkt.na sa skupom Л; 
medjutim, tada х ne može pripadati zatvaranju skupa /1. 

1.40. Pokazati da je zaf.varanje skupa zatvoren skup. 

Rešenje. Neka je ~A zatvaranje skupa A C R. Pokazaćemo da je skup/? := 
R \ A otvoren.Neka je 0 £ B. Prema zadatku 1.39 je 

0iA (PiA^0i A f ). 

Tz definiđje 1.6 c) sledi da postoji okoiina U (0) tačke 0 koja je disjunktna 
sa A. Prema definiciji 1.3, U(0) sadrži otvoreni intervai (0 -£,/? + £); on ne 
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sadrži ni jednu tačku nagomilavanja skupa A. Dakle, taj interval je sadržan 
u B t što znači da je B okoJina svake svoje taćke. Prema definiciji 1.4, skup 
B je olvoren. pa je skup A ~ B zatvoren. 

1.41. Skup je zatvoren ako г samo ako sadrži sve svoje iačke nagomilavanja. 

1.42. Zatvaranje A skupa A C R je najrnanji zalvoreni skup koji sadrži 
skup A. 

Rešenje. U zadatku 1.40 pokazaii smo da je skup /Г zatvoren. Neka je 
Z? C R- zatvoren skup Jcoji sadrži A . Treba da pokažemo da je /I C B. U 
suprotnom, postojaJa bi tačica a € A \ B. Pošto B sadži A\ to je 'a € ~A\ ’A , 
pa je prema zađatku 1.39 a tačka nagomiiavanja skupa A. Medjutim, to je 
u kontradikciji sa zadatkom 1.41. 

Primedba. Ovaj zadatak opravdava termin "zatvaranje skupa”. 

1.43. Otvoreni skupovi u R zadovoljavaju sledeće tri osobine. 

(tsl) Skupovt R i 0 su otvoreni. 

(ts2) Proizvotjna ипгја otvorenih skupova je otvoren skup. 

(ts3) Kortačan presek otvorenih skupova je otvoren skup. 

Primedba. Familija r skupova koji su sadržani u nekom skupu X, gde 
je r := {0,j г £ /}. a / skup indeksa, se naziva topologija na X ako 
zadovoijava osobine (tsl) - (ts3), a skup X se naziva topološlci prostor. 
(Naravno, u (tsl) se ,3 R }> morazameniti sa ,} X n .) Elementi farnilije r se tada 
nazivaju otvoreni skupovi. 

Iz zadatka 1.43 sJedi da alco se otvoreni skupovi u R uvedu lcao u definiciji 
1.4, tada skup R postaje topološki prostor. 

1.44. Pokazati da za svaka dve tačke х г у, х ф у, postoje dve disjunktne 
okoiine tih tačaka. 

Rešenje. Nelca je r ;= |a; — y\ > 0. Tada su intervali (х — + -) i 

r r 3 3 

( V ~ ^ » V P тј;) disjuntne okoline ta.čaka х i y } respektivno. 

Primedba. TopoJoški prostor sa ovom osobinom se naziva Plausdorfov 
prostor. U prethodnom zadatku smo poicazaii da je slcup R. sa topologijom 
uveđenom pomoćit otvorenilr slcupova definisanom u definiciji 1.4, Ilausđor- 
fov prostor. 
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1.45. Proveriti da li su skupovi daii u zadatku 1.36 kompaktni. 

Rezultati. 

a) Skup /I is lcompaktan, jer je ogzaničen i zatvoren. 

b) Skup B je s&držan u (0, 1], pa je ograničen. Jedina tačlca nagomilavanja 

; skupa B je 0. lcoja pripada R, pa je taj skup i zatvoren. Prerna tome, 
B je kompaktan. 

c) Skup C je ograničen, ali ne saclrži svoju tačku nagomiiavanja 0, pa nije 

zatvoreu. Dakie, C nije kompalctan. 

d) Skup prirodnih brojeva N nema tačalca nagomilavanja, pa je N = N. 

Mcdjutim, N nije ograničen, pa nije Jcompaktan. 

1.46. Pokazaii da svaki neprazan podskup S kompaktnog skup K C R гта 
infimum i supremum , i da oba pnpadaju skupu K. 

Rešenje. Na osnovu definicje 1.7 skup K is ograničen, pa to važi i za 
iijegov podskup S. Prema zadatku 1.28, postoje reaini brojevi a l (5 takvi 
da je inf S = a i sup S = Ostaje da se pokaže da važi a, /5 6 K. 

Pokazaćemo samo da je a 6 K\ pretpostavimo suprotno, tj. a £ K. Pošto 
je K zatvoreri, to je skup R \ K otvoren. Dakle, postoji e > 0 takvo da je 
interval (a -f,al£) đisjunktan sa K. Pošto je prema pretpostavci zadatka 
.S' C K. to je (a — e t a + e) fj S = 0. Ali tada ne postoji eiemenat iz S sa 
osobinom ,si < a 4- e, što je u suprotnosti sa jednakosti a = inf S. 

1.47. Pokazati da 

a) konačan skup ne rnože imaii iačku nagirnalavanja ; 

b) je svaki konačan skup je kompaktan. 

1.48. Pokazah da je zatvoreni podskup kompaktnog skupa takodje kompak - 
tan. 

1.49. Skup K C R je komjmklan ako г sarno ako svaki njegov beskonačan 
podskuj) ima bar jednu tačku nagomiiavanja koja pripada skujm K, 

Rešenje. Zadatak 1.47 pokazuje da je dovoljno posmatrati siučaj Jcada je 
skup K beskonačan. 
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џ Uslov je potreban. Neka je K kompakfciui, fcj. ograničen i zatvoren 
(vicleti definicijn ] 7). Neka je S beskonačan podskup od K, Tada je 
i S ograničen skup. Prema Bolcano-Va .jerštrasovo j fceoremi 1.3, skup 
.S ima !>ar jedmi fcačku nagontilavanja o. E R. Pošfco je S C K, to 
je a fcakodje tačka nagomilavanja za K Pošto je K zatvoren, ргегпа 
zadatku 1,4 \_ on sadrži sve svoje tačke nagomilavanja. Dakle a € K< 

® Uslov je dovoljan. Neka svaki beskonačan podskuj) S skupa K ima 
fcačku nagomilavanja koja pripada K. IVeha {>okazati da je K zatvoren 
i ograničeu skup. 

Pokažimo prvo da li sadrži sve svoje tačke nagomilavanja, šfco je prema 
zadatku 1 4 I ekvivalentno sa iskazom da je K zatvoren skup. Neka je 
0 tačka nagomilavanja skupa R\ Treba da pokažemo da je 0 u K . Na 
os novu definicje 1.6 e), za svako e > 0 u intervalu (0 - e,0 -|- e)f)K 
postoji bar jedna tačka а л ф 0. Stavimo dj := |/3 - a t j. Dalje, u 

intervaln (/? - f -L ) f ] K postoji taćka a 2 ф 0. Лко ovaj pos- 

tupak ponovirno beskonačno mnogo pufca, dobijamo beskonačan sknp 
S = { с/. 5 , п . 2 , . v . } ko ji je saclržan u K. Prema konstrukci ji, 0 je tačka 
n agomiiavan јм. skupa S, pa je 0 £ K. 

Osfcaje da se dokaze da je K ograničen skup. Prepostavimo da je K 
neograničen. Konstriiisaćemo beskonačan podskup S skupa K koji 
nema tacaka nagomilavanja. Neka je a.\ proizvoljan elemenat iz K. 
Prema Arhimedovoj teorenii, 1.1 postoji prirodan broj nj takav da je 
l a il < n \ * Posto je K neograničen, postoji elernenat a 2 € K fcakav 
da je 7 ).j < |a 2 |. Izaberimo n 2 £ N fcako da važi n 2 > |a 2 |; posle 
toga, uzinimo a 3 > ?i, 2) jtd. Skup 5 = {«i,« 2l .. .}, koga smo na 
ovaj tiačin konstruisali, je beskonačan, sadržan je u K, i nerna tačaka 
nagotniiava.nja u R . To je u suprotnosti sa preposfcavlcom da. K sadrži 
sve fcačke nagomilavanja. svojtb beskonačnih podskupova. 

1.50. Pokazah da svaki beshonačan niz elemenala kompnktnog skupa ima 
konvergentan podniz (videii definirAju З.ЈЦ). 

1.51. J okazali da je Hajne -J3orelbva osobina potreban г dovoljan v.slov da. 
skup Ji C R bude kompaktan. 

Rešenje. 

© Uslov je potreban. Neka je K kompaktan skup u R, tj. neka je K 
ogratiičen 1 zatvoren, ali neka ne zadovoljava Hajne-Borelovu osobinu. 
Го znači da posfcoji ofcvoreni pokrivač 

v = {0 t j i e /} 


skupa K koji nema konačan podpokrivač. Pošto je skup K ograničen, 
l.o postoji zafcvoreni infcerval [a lf 6 |] koji sadrži K. Pođelitno ovaj infcer- 
viil па dva jednaka dela i obeležimo sa [a 2 , 6 2 ] onu polovinu infcervaia 
[a.j,/ii] sa osobinom da familija V nerrta konačan podpokrivač škupa 
[ a 2 ,b 2 ]f)K, Nastavljajuči ovaj posfcupak, dolazimo do niza zafcvoreriih 
infcervala [« n , /;„], n £ N, sa osobinom da je svaki sadržan u prethod- 
nom; očevidno njihove dužine teže ntili kada n — + oo. Iz zadatka 1.29 
sledi da posto ji jedinstven realan broj a sadržan u svakom od intervala 

K,M- 

Pokazaćemo sada da je a fcačkla nagomitavanja, skupa K , tj. da u svakoj 
okolini fcačke a posfco ji beskonačno mnogo elemenafca iz K. Лко je U{a) 
окоПпа fcaćke a, fcada prerna deflniciji 1.3 posfcoji e > 0 takvo da je 
(a — e,a 4 -e) C U{a). Pošto dužine infcervaia [o. n , 6 „], n C N, fceže nuli, 
to posfcoji prirodan broj 7 i 0 fcakav da za, n > 7 i 0 važi 

[«n, frnj C (a - £, a + e) c U(a). 

Po konslrukciji, za 7 г > ??. 0 svaki interval [a n ,b n ] ima beskonačno 
mnogo elemenafca iz K , pa je а fcačka ua.gomilavanja skupa K. K. Pošfco 
zafcvoreni skup sadrži svoje fcačke nagomilavanja, a K je zatvoren, fco 
а £ K. 

Pošfco je faniilija skupova {0,j г £ I) ofcvoreni podpokrivač skupa K, fco 
postoji indeks € I sa osobinom а £ O,-, . Osim fcoga, posto ji prirodan 
broj 77. j sa osobinom da za svako n > 7 ?.j važi [a ni b n ] C O;, . Tako smo 
pokrili sve, intervale [a n , b n ], n > n\, sa samo jednim otvorenirn skupom 
Oi, , iako sirto pretposatvili da ne posfcoji kortačan pokrivač bilo ko jeg 
ofc fciit infcervala. 

• Uslov je dovoljan. Nelca skup K ima Hajnc-Borelovu osobinu; treba 
da pokažemo da je K kompakfcan. Pretposfcavimo da K nije kompak- 
fcan. Ta.da prema za.dafcku 1.49, posfcoji beskonačan skup S C K koji 
nema taćaka nagomilavan ja u Л\ To znači da zasvaku fcačku х £ {K\S) 
posfcoji ofcvoren skup О т takav da je S fj O x — 0. Za svako у £ S postoji 
ofcvoren skup O v iz otvoreuog pokrivača sa osobinom O y fj S = { у }; u 
suprofcnom, 7/ bi bila tačka nagomilavanja skupa S koja pripada. K 

Očevidno ie da važi 

к c( u o.)UdJ 0 *). 

x€l<\S y€S 

ali pošto je skup S beskonačan, ne može se naći konačan pođpokrivač 
slcupa K. To je u kontradkciji sa prefcpostavljenom Hajne-Borelovom 
osobinom skupa K. 
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1.62. 


Da li skup A 


{;I” €N } 


гта Ifajne Borelovu osobinu? 


Rešenje. I okazaćemo па dva načina da skup /I nerna Jlajne—Borelovu 
osobinu. 

° 1 0 ГО Ј 0 Ј е jedina tačka nagomilavaaja skupa /1. Pošto 0 (j Л 7 to skup 
A nije zatvoren. pa time ne može bifci ni kompakfcari. Prema zadafcku 
1.51 fcoje ekvivalenfcno sa iska.zom da A nema Иајпе —Borelovu osobiriu. 


л II Posmafcrajmo otvorene intervale 

л (l 1 1 I \ , 

On з,-+ “з > П € N. ' 

Očevidno je A C U 0 П9 ali familija skupova {O n | n 6 N}, nema 

TieN 

konačan podpokrivač skupa A . To sledi iz sledećih reladja: 


1 


n 


n 2 — 1 


n + 1 ( n + l)(n 2 - 1) 

za n = 2, 3, .... 


П 3 +' П 2 — 'fl — 1 


< 


1 


I 

n 


n 3 J 


1.53. Rastojanje (iti: metrika) je Junkcija d : R х R — * [0, +oo) defin- 
isana sa 

d(x,y) = \x - y|, x,y £ R. 

Pokazati sledeće osobine raslojanja d : 

(Ml) (V:c,'i/ e R) d(x,y) > 0 ako х ф у г d(x } y) = 0 ако х = у; 

(М2) (Vx } у е R) d(x , у) = d(y } х); 

(МЗ) (Vx. y,z е R) d(x, z) < d(x, у) + d(y, z). 

Primedba. Slcup X sa funkcijom d : X X X — f [0,+oo) koja zadovoljava 
gornje uslove (M l) - (МЗ) (gde je R zamenjeno sa X) se naziva metrički 
prostor. 


Glava 2 

Funkcije - 


^*^2.1 Osnovni pojmovi л « ; 

Definicija 2.1. N eka su A г B dva neprazna skupa. Pridruživanje (kore- 
spondencija, pvavilo) f koje svakom elementu skupa A dodeljuje iačno jedan 
elemenl skupa B nazrva se funkcija. 

Ekvivalentna prefchođnoj je 

Defmicija 2.2. Neka su A i B dva neprazna skupa. Ilelacija f C A X B je 
funkcija ako važe sledeća dva ustova 

(i) (Vx e A) (3 У e В) (x tV ) e f\ 

(ii) ((x,y { ) e /Л (x,y 2 ) e f) => у\ — Уч< 

U oba slučaja pišemo f : A —> B r Slcup A se naziva domen (ili: đefini- 
cioni skup) funkcije /, a. sirup B se naziva kodomen funlccije /. 

Ako (x,y) e /, pisaćemo у = f(x). Za veličinu х e A kažemo da je 
nezavisno promenljiva (iii: original), a za veličinu y = /( х) e B da je 
zavisno promenljiva (ili: slika). 

Skup vrednosti funkcije / je skup 

f( A ) = {У € B\ Зх e A v y =,f(x)}. 

Dakle, f(A) C B. 

IVIi ceruo posmatrati samo oue funkcije čiji su i domen i kodomen neki 
podsk upovi skupa realnih bro jeva R. Takve fmtkcije se nazivaju realne funk- 
сгјс jedne reaine promenljive , a u ovoj knjizi ćemo ih zvafci funkcijama, 
Posledica definicije 2.2 jeste da su dve funkcije fi : А г B L i 
јч : A'i П 2 jednake ako i samo ako imaju jednake domene, tj. A { = A 2 . 
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jectnake kodomene, f;j. Đ\ ~ B 2 , i, naravno. ako važi f\(x) = / 2 (х) za sve 

:П £ /1 j = /i 2 . 

Defimcija 2.3. Funkcija f : A -*■ 75 /е injekcija (ili: funkcija 1-1) ako 
za svaki par x r i x 2 rz skupa A važi x,\ x 2 => f(%\) 7^ f( x 2 ) 

Definicija 2.4. Гипксгја. f A —* B je surjekcija (ili: funkcija na) ako 
važi za svako у £ B postoji х £ A takvo da je f(x) = у, 

Drugim rečima, funkcija / je surjekcija ako j sarno ako je f(A) = B t tj. ako 
se njen skup vrednosti pokiapa sa njenim kodomenom. 

Defmicija 2.5. Funkcija f : A —*■ B je bijekcija ako je i injekcija г surjek - 
cija. 

Deftnicija 2.0. Za dve funkcije f : /[ -* B i g : B -* C, fnnkcija 
g o / ; — v C\ data sa 

\П o f)(x) = g(f(x)), х £ A, 

zove se kompozicija funkcija f i g ( ili : složena funkcijaj od f г g. 

Defi nicija 2.7 Funkcija f je ograničena na skupu X C A ako postoji 
konstanta C > 0 sa osohinom \f(x)\ < C za sve х £ X. 

Skup A C R je simetričan (prema koordinatnorn početku) ako za svako 
х G A važi da i —х £ A. 

* Funkcija /:/!-*> B, gde je skup A simetričan, je parna, ako važi 

(V*€A) /(-*) = /(*). 

(Ueometrijski, to znači da je grafik parne funkcije osno simetričan n 
odnosu na y-osu.) 

© Funkcija / ; A + B , gde je skup /1 simetričan, je neparna, a.ko važi 
(V.t £ /-!) /(-*) = -/(*). 

(Geometrijski, to znači da je grafik neparne funkcije centralno simetričan 
u odnosu na koordinatni početak.) 

I unlccija može biti ili parna, ili neparna ili ni parna ni neparna. 

Definicija 2.8 Гипксгја, f : A — »■ B je periodična na A ako posloji realan 
hroj т ф 0 sa osobinorn 

(Ут £ /1) х + т £ /L f(x т = f(x). 
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Вгој т se tada naziva period funkcije f : A B. Osnovni period funkcije 
/ je najmanji pozitivni period te funkcije (ako postoji). 

Definicija 2.9. Neka je funkcija f : A — * B bijekcija . Tada za svako у £ B 
posloji tačno jedan elemenl х £ A, iakav da je у = /(.т), pa je relacija 

f~ l : = {(v, x ) € B х /1ј у = f(x)} 

Јппксгја sa domenom B i kodomenom A koja se naziva inverzna funkcija 
2 a f. 

Inverzna funkcija je takodje bijekcija i za nju važe sledeće jednakosti: 
(V.7/ £ B) f~ l (y) = х <=> f(x) = у, 

(V* e Л) r 1 o /(: х) = *, (Уу e B) / o /~Ну) = y . 

Definicija 2.10. Grafik funkcije / : A -* B je podskvp G / skupa R 2 = 
Rx R dal sa 

Gj = { (ж,/(ж))| ® e a) . 

Definicija 2.11. Funkcija f : A B 

0 monotono raste ( respektivno ne opadaj na A ako za svaki par x t , x 2 
tačaka iz skupa A važi 

X\ < x 2 f(x i) < f(x 2 ) (respeklivno x x < x 2 =Ф- f(x \) < /(т 2 )ј; 

o rnonotono opada (respektivno ne rasie) па A ако zo svaki раг x x ,x 2 
tačaka iz skupa A važi 

x i < x 2 => f(x\) > f(x 2 ) (i'espektivno x\ < x 2 =» /(т^) > /(т 2 )). 
Definicija 2.12. Funkcija f : /1 — ► B irna 

• lokalni malcsimnm (г*е.9/>еШппо strogi lokalni maksimum) 7/. tački 
Xq C /4 u+o posioji broj e > д sa osobinom da važi 

х £ (x*o - е,.т 0 + e) П /4 =» f(x) < f(x 0 ) 

(: respektivno х € (.т 0 - e, т 0 + e) П A) Л (х ф х„) => /(ш) < /(т 0 )) ; 

• lokalni minimum (respektivno strogi lokalni minimumj u tački 
x 0 £ Л ako postoji broj f > 0 sa osobinom da važi 

•т € (т 0 - e, x 0 + e) П A => f(x) > f(x 0 ) 

(respeklhmo (х € (x 0 - e, x 0 + e) П A) Л (х f x 0 ) => /(х) > f(x 0 )). 
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2a izraze ”maksimum ,J i ”minimum” koristi se i zajednički termiu ”ek- 
stremua vrednost.”. ilj, kraće, ”ekstrem”, 

2.1.1 Zadaci 

Neka je f : A »• Đ funkcijci. Pokazati da za proizvoljne skupove 
X, Y C л važe sledeee relacije: • • • ' . . • • j 

a) X C Y => f(X)c /(У); b) f(X U Y) = f(X) U f(Y); 

c) f(X Л V) c f(X) Л f(Y)\ d) f(X \ Y) c ДХ) \ ДУ); У C X. 

Da li je u a) suprotna implikacija, a u c) suprotna inkluzija tačna? 

Rešenja, 

a) Ako je у £ f(X) } tada posto ji element х 6 X takav da je f(x) = у . Pošto 
X C Y, to je X 6 Y, pa je f(x) € f(Y), tj. у e f(Y). 

Suprotna implikacija ne mora da važi. Na primer, alco je funkcija 
/ : Z -+ Z datasa f(x) - х 2 , i nelca je A" = {1.-1} i Y = {1,2}. Tada 
je f(X) = {1} c {1 , 4} = f(Y), ali nije X C Y. 

c) Ako je у e f(X ПУ), tada posto ji element х e X f) Y takav da je f(x) = 
у. Iz х e X П Y sledi х e X i х e Y, pa je у 6 f(X) l у e f(Y). To 
znači da je у 6 ДХ)Л f(Y). 

Siedeći kontraprinier pokazuje da u c) ne važi uvek jednakost. 

Neka je A = B = R, i nelca je funkcija data sa f(x) = х 2 . х e R. 
Za X = {-1,2} i Y = {1,2} je f(X) = f(Y) = {1,4}. Medjutim. 
f(X Л Y) = Д{2}) = {4}, dok je f(X) Л ДУ) = {1,4}, što pokazuje 
da su skupovi /{ X Л У) i f(X) Л f(Y) različ.iti. 

2.2. Ispitali da li su funkcije f : A — iR i g : B — . R. jednake, ako je: 

a ) f( x ) = V^, A = R, g(x) = х, B = R; 

f( x ) = Va: 2 , .4 = [0, -t-oo), g(x) = х, B = [0, +oo); 

c) f(x) = vž*, A = R. g(x) = jx|, B = R; 

d ) f( x ) = /1 = R\{0}, g(x) = B = R; 
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e) /(: х) = sin 2 х + cos 2 х. A = R, 

f) f(x) = iog 10 :c\ A = (0,-foo), 

g) f(x ) = log 10 * 4 , /1 = R \ {0} . 

Rešenja. U zadacima b), c). e) i f). funkcije f \ g su jednake. 
a) Funkcije / i у nisu jedriake, jer je /( — 1) = 1, dok je д( — 1) = — 1. 
d) i g) Fuukdje / i g nisu jedriake, jer su im domeni različifci. 


д(х)=1 } B = R; 

g(x) = 21og 10 (x 2 ), B = ( 0,+oo); 

g(x) = 2 log 10 (a; 2 ), B = (0, +oo). 


2.3. Odrediti najveći skup A C R takav da sledeći analitički izrazi (formuie) 
imaju smisla ( skup A je tada prirodni domen funkcije date torri forrnulom) : 

a) ,{x) = b) /w = * ■ f'* 


c) f(x) 


y ~. — - т .. + v 2 sin a;: 

у cos х 2 


d) J(x) = vln sin х ; 


e) f(x) = arcsin Jl — х + arccos f) f(x) = In ^arccos j :. 


g) f( x Y 


+ in(x + 4); h) f(x) = sin ^ln . 


Rešenja. 

a) U datoj formuli imeniiac je jednak nuli za х = 1 1 х = 2, a funkcija 

#(л;) = х 2 — Зх + 2 je nenegativna za a: £ (~oo. 1]и[\-к°°)- Prema 
tomc, domen date funkcije je A = ( — oo, l)(J(2,+oo). 

b) Prirodni domen funkcije (/(t) = \Д je skup {t 6 R( t > 0], što znači da 

je A C [0, + oo) . Daije je sin s > 0 5 6 Џ [2ктг } (2к + l)7r] . Tz 

toga sledi da je A = (J [4к 2 ж 2 Ј2к + 1) 2 ж 2 ] . 


c) Pre svega, formula J2 sin х je clefinisana za syako л; 6 R. Funkđja g(x) = 
cosa: 2 , х £ R, je nenegafcivna ako i samo ako je 0 < х 2 < тг/2 i 
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(Ak - \.)ж/2 < х 2 < ( 4 k -f 1)тг/2, /с € N. Kako za svako х € R važi 
\/х г = i kako se funkcija v cos rr 5 nalazi u imeniocu, to je 


Л = € Rj |*| < -v/V/2) U 

U {* € r| \/( 4 /c - 1)тг/2 < |:г| < »У(4/с -f 1)тг/2 } 
fceN 1 ! Ј 

d) Kako je Insin :r > 0 samo za one vređnosfci х — a za koje je sin :r — 1, to 

je traženi defmicioni skup A = {(4/c + .1 ) a / 2 1 k £ Z } 

e) Formula \/l - л: je definisana za х < 1, đok je formnla у/х definisana za 

x A 0. Dalje, formula g(i) = arcsin f, definisana je za — 1 < i < 1, fcako 
da za х £ [П, 1] važi da je 0 < \/I ~ х < 1 i 0 < у/х < L Prema 
tome, dornen date funkcije je A = [0,1]. 

•'г -f 2 rr -f 2 

f) Formula arccos definisana je za — 1 < < 1 , odnosno za 

5 — х ' 5 - х 

х £ ( — 00.3/2). (Za 0 < arccos t < тг je — 1 < t < 1, slika ??.) 


g) Funkcij? 


je definisana za х < 0, ( јег za х > 0 važi |x| — х — ()), 


dok je funkcija \n(x -f 4) definisana za х > -4. Prema fcome, daia 
funkcija je definisana za ~4 < х < 0. 

h) Funkcija nije definisana ni za jednu vredosfc х £ R. 

2.4. Da li se mogu odrediti konstante a i b za funkciju 

f(x) = 2х ш 4- a* n + 1ух~ ш -f х~ т \ х £ R \ {0}, m, n € N, 
tako da za svako х / 0 važi f(x) = / (1/ж)? 

Rešenje. Jednakosfc f(x) = / (l/.r) povlači 

2х ш -f a* n -f bx~ m + rr“ n = 2.r“ m + ax~ n + /;:r m + x n , 
odakle se dobija a— 1,6= 2. 

2.5. Ztt funkciju f datu sa 

a) /(.т) — х 5 -|- 4:r 3 - 6:r + 2, odrediti f(a) + /( — a), a € R; 

b) /(ж) = .т' 1 - 2:?> + 1, odrediti /(1 + a) -f /(1 a), a £ R: 

c) f{x) = лЛ: 2 — 4, odrediti /(a + 1/a), 2 a 

(i) a > 1; (ii) 0 < a < 1; (iii) - 1 < a < 0; (iv) a < -1. 
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Rezulfcafci. a) /(a) -f /( — a) = 4. b ) /( 1 -f a) + /( i — a) = 8aA 
c) / (a + 1/«) = j{ a - 1/a) 2 . 

(i) Ako je a > 1 fcad a je a — 1/a > 0, odakle je / (a -f 1/a) = a — 1/a. 

(ii) Za 0 < n < L je / (a -f 1/a) = 1/a - a. 

(iii) Za —1 < a < 0 je / (a + i / a) = a — 1/a. 

(iv) Za a < -1 je / (a + 1/a) = i/a - a. 

2.6. Dala je funkcija f(x) = log 10 j |т| < 1. Pokazati da je 


!М + /« = / (//+) 


2.7. Neka je funkcija / : R \ { — 1} — 1 ► R dafa sa /(.т) = . Odrediti 

.1 -}- х 

funkctje / п , n £ N, i njihove prirodne domene , ako je 

h = /, /2 = / °/ 1 * /п = /о /n - 1 n = 2,3,.... 

Rešenje. Domen funkcije / je skup R\ { — 1}. Tada je 


/2OU = / o /,(*) = /(/(*)) = / (у^) = - 1 + g 

1 -f х 


1 + 2x 


Prirodni domen za funkciju g(x) — — je skup R\ f — 1/2). Domen 

1 + lx 

funkcije / 2 je skup R\ {-1,— 1/2}, 

Korisfceći ‘matemafcičku indukciju, pokazaćemo da za n = 2,3,. .. važi 

/п ( x ) = “ 1 :r £R\{“1, — — —-1. 

1 i- n. х l 2 n J 

Formula je fcačna za n = 1 i 71 = 2. Pretposfca.vimo da je formula fcačna 
7, a. n = /с, /с > 1. Tada je 

Л +iM = (/оЛ)(*) = /(A(*)) = /(i^) 


za. . 7 ; € R \ (-1, -1, 


1 + кх _ 

1 + — - — 1 +(*+!)*’ 
1 + fcx- 

-I L_\ 

k' k + 1 J 


2.8. Odrediii funkcijn f datu sledećom formulom: 

a) /(* -I- 2) = -L;, х ф -7; b) / (A = * 3 + 1. ^ 0; 
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c) /(ж + l/x) = х 1 + -k, х ф 0; d) /(**) = 1 _ |*в|, *> o. 
Rešenja. 

a) Uvodjeajem smene i = ж+2, х e R\{-7), odnosno х = t- 2, t e R\{-5) 

dobijamo f(t) = za i ф ~5. 

t + 5 

i \ -/ ч 1 + ж 3 

b) J(x) — — — . a; ф 0. 


dobija 


c) Kako je х 2 ~f- — = f х + — J — 2, to se pomoću smene ž = a; -j — , х ф 0, 


Л0 = t 2 -2, t Ф 0. 


(Poslednja formula je definisana i za l = 0, medjutim mi smo nulu 
izostaviii zbog definicije furikcije /.) 

d) /(*)= 1 х > 0. 

2.9. Pokazati da je kompozicija dve bijekcije (resp. surjekcije; resp. injek - 
cije) bvjekcija (resp. surjekcija; resp. injekcija,). 

2.10. Ispitati parnosi , odnosno neparnost sledećih funkcija na njihovim 
p 'i i rodn i m d o т епгта: 


0 Да) 


ж 2 + 2 1 


b) f(x) = sin јхј + cos x\ 


c) f( х) = ln 


2 + sin х 
2 — sin a; 1 


d) f(x) 


/(x + iy + ^/(x--l) 2i 


e ) f( x ) — cos(x- + 1); f) f(x) = |arctgx| + 

Rešenja. 


arcsin х + arccos х. 


a) Funkcija / je neparna, јег je Vx* E R : /( — х) = 


(- a ;) 2 +2 


b) Funkcija / je parna, јег za svako х 6 R važi: 

/(— х) = sin | — х | + cos( х ) = sin х + cos х = /(.г-). 
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c) Funkcija / je neparna, jer za svako a; £ R važi: 

r' ч ^ 2 — sin х , . 

f(- x ) = ln - 2 "— sjna; = bi(2 - sin х) - ln(2 + sin х) = -f(x), 

d) Funkcija / je neparna, jer za svako х e R važi: 

f(-x) = — = 1 c - e 

J v / ч /77 \ "Г Ч о Т /77 ч 1 ч . n г-гг* 


^/ ( (-ж')-к1) 2 + л(-х)-1) 2 

e) Ni parna ni neparna, jer je. na primer, /(1) ф /(-1). 

f) Funkdja g(x) = |arctga;| , х 6 R, je parna, a zbog identiteta 

arccos a; + ai'csin х = 7г/2 } х £ R, 

(videti zadatak 2.27 b)), je i / parna funkcija. 

2.11. Pokazati da je • 

a ) zbir parnih (resp. neparnih) funkcija parna (resp. neparna ) funkcija; 

b) proizvod parnih ili neparnih funkcija parna funkcija; 

c) proizvod jedne parne г jedne neparne funkcije neparna funkcija. 

2.12. Pokazaii da se svaka funkcija definisana na inlervalu (~a,a) može 
predstaviii kao zbir jedne parne i jedne neparne funkcije. 

Rešenje. Funkcija / se može pisati u obliku zbira 

t, T \ - /(*) + Л-*)', Л-*)-Л*) fr ч. r / v . . 

- 2 h 2 = ^+ ж ) + / 2 (‘ г )> ж € ^* 

Sada se jednostavno pokazuje da je /, parria, a / 2 neparna furikcija na Л. 

2.13. je funkcija f : A — > B periodična sa pei'iodom T. tada je ona 
periodična sa periodom kl\ k 6 Z, ^ 0. Pokazati. 


Rešenje. Metodom matemafcičke indukcije pokazaćemo da za svako г 6 Л 
važi /(* + kT) = f(x ), (/: 6 N). Zaista, pod pretpostavkom da je funkcija 
/ periodična sa periodom кТ } k 6 N, iz jednakosti 

/(* + (* + 1)T) = /((* + k)T + T) = f(x + kT) = /(ж), 
sledi da je funkcija / periodična sa periodom (k + 1)T\ 

Na osnovu f(x) = f(x - T + T) = f(x - T), sledi da je funkcija / 
periodična sa periodom — T. 


2.14, Л/;о je funkcija у = J(x) periodična sa periodom T, žada je funkcija 
fj(x) = f(ax + 6), a ф 0, periodična sa periodom T/a. Pokazati. 
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2.15. Ispitati pnriodičnost slrdfzčih funkcija na njhomrn ргггоЛппп đomenima: 


a) /(т) = 2 r,\n 5т со.ч 3 :r 


b) /( г*) - cos 2 х - v/čtg г; 


Ч Г/ ч 

c) /(.т) = sm — + sin — ; 

'\ 5 


e) /( х ) — s in у/х s i n т . ' 


g) /(:!;) = I cos | -|- | sin з:|; 


d) /( ) = sin \/2з; + sin Зт; 

f ) /( л: ) = cos | х | + 3 sin | х | ; 

. ч . ч I / | sin х | sin х \ 

1») <](*} = 7 , 1 + | Г ■ 

l \ COR X [ COS X j / 


R.ešenja. 

a) Funkcija /7i(:n) = sin 5т т х £ R, je periodična sa osnovnom periodorn 

2 7Г / 5 5 dok je funkcija г; 2 (г*) = совЗ.т, х £ R, periodična sa periodom 

27г/ 3. Posto postoje celi brojevi m i n t.akvi da je — rn = — n (m = 

5 3 

5, n = 3), 1.0 je clata funkcija periodična sa osnovnom periodom 27г. 

b) Fmikcija g j ( х ) — cos 2 x, х £ R, } je periodična sa osnovnom poriodom 7г 

(zašto?). Funkrija гр 2 ( х ) = yA+g т , х £ R, je periodičrra sa osnovnom 
periodoin 7г Dakle, data funkcija / je periodična sa osnovnom peri- 
odom л 

71‘ X 

c) Fnnkcija f\(x) = sin — , х £ R, je periodična sa osnovnom periodom 8, 

a funkcija sin — je periodična sa periodom 10. Dakle, data fmikcija je 
5 

periodič.na sa osnovnom periodom 40. 

d) Funkcija. nije periodična, jer je 2 tt/V 2 osnovni period fimkcije sin д/2т, 

dolc je 27 г / 3 osnovni period za funkciju sin З.т. pa ne postoje brojevi ?n. 
i n takvi da je (2njy/2)in = (2тг /Л)тг. 

e) Funkcije f\(x) = si n ч /т, т £ [0, +oo) i f ž ( х) = sin т 2 , х £ R, nisu 

periodične. Naime, fc— ta nula Гппксјје f\ je k 2 7Г 2 , k £ No, pa rasto- 

V>wwl ! 1 « 1,‘MCrtfl nili mtl?. 1/17П \t П Ј-ГуЛ ||п 1ГГО Q f V Л Т1 П П Q П V 1 1 П ГГ» П 
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sin х + c.ost, х £ [0 } тг/2] } 


f tg®, т £ [0 } 7г/2), 


sin Т — COST, X £ ( 7Г / 2 , 7Г ] j 0, X £ (тг / 2 , 7Г ] , 

f(x) = { v( x ) = 

- sin х - cos х , х £ (тг 7 Зтг/2] , -tg®, х £ (тГјЗтг/^), 

— sin т + cos т, х £ (37г/2,27г]; 0, х £ (Зтг/2, 2тг] 

Funkcija / је periodićna sa osnovnom periodom тг/2, dok je funkcija g peri- 
odična sa osnovnom periodom 27г 

2.16. [spilnti periodičnosl Dirilileove funkcije. dnle sa 

( 1, х £ Q, 

D(t) = / 

l 0, х £ R\ Q. 

Rešenje. Ako je r £ Q, tada za svako т £ R važi D(x + r) = D(x). Naime, 
zbir dva racionalna broja je racionalan broj, a zhir racionalnog i iracionalnog 
je iracionalan broj. Znači, svaki racionalan broj jeste period dat.e funkr.ije, 
sto takodjn zuači da ova fimkctja nema najmanji (tj. osnovni) period! 

Ako je t irađoanalu broj, tadazasvako х £ Q važi D(i + x) ф D(x)(= 0). 
Dakle, nijedan iracionalan broj nije period Dirihleove funkcije. 

2.17. OdrcdUi inverznu funkciju g za dnLu funkciju /. ako je 
a) /(*) = — ' — * € (-oo, 1) U ( 1 , +oo); 


b) f(x) = х 2 — 2т, х £ (— oo, 1); 


c) f(x) 


c 2 + 1, х £ (0, +oo); 


<0 f(*) = + 2 ,: > x € (“oo, +oo); 


1П® _ 1П- з; 



1 , л - у - пткст 


<j{x) = __ X ~ I 1 Ј cJdta sa 

~T~> x € (~oo, 0) u (0, -f-oo) 

h ) ЈЈ(х) = / ~ l (l)a 

C) ff(x) = /~Чх)=ЉЗЕ~г 

1, za * € (1 >+00 ). 


d) 2a • 2^ 

posle sre<,jiv *" j * d « bi -- **. ,„ rerzn „ , , . 
»W = /-'(») = lo „ . 

ПТ 2a * € ( 0 , 1 ). 


/-« _ 1 . a . 

2 ° 8 ,о Г 7 1 а *€( 0 ( 2 ). 


2Лб ' P ° kaZaClda jefunkci jaf -i, )== b- dx 

t) = , . TT lnverzna funkcija za A, л •• 

с.г- 1 Je ad — b c q 3 ° Junkciju 


tj 

/х -h ir 

d ) h/ar + ijj 

e ) /(г) = 2,2 . 

^ г ^(*) = *»»,. 

’ f ) f( x ) = |г- 2 — i(. 

0 /(г) =: х з. ■ , I' 

у ' 2 *(*) = L_. . . 

јг- 3 -2 1 ' h ) f(x) = e l* 3 ~ 2 l 

( j x+smx b) //-»4 

( i - a- arn г ; c ) /(. г л = в Јпг 

) д*) = п_ : , , ' 

Sln.i- e ) /(*) = sin — ; f) ,, , ! 

* i /(*) = х sin — . 

a* * 
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Uputstvo. Po.što su funkcijo sli i ch defmisaue sa 


х* б R, 


V ~ ch х sh х, 


= ch х - sh х, х б R. 


Na osnovn jednakosti е г+у = t x ■ e y , х,7/ 6 R, i relacije (2.1), sledi da za 
svako х , 7 / 6 R važe jednakosti: 

= cli(x + i/) -I- sh(x + 7 /) = (ch х + sh x)(ch у + sh ?/), (2.2) 

е" (:гМ * ,; ) = ch(x + у) - sh(x + т/) = (ch х - sh x)(ch у - sh 7 /). (2.3) 

2.24. Pokazali fla za svako x,y 6 R t>a£e sledeće jednakosti: 

a) ch х + ch у = 2 ch Л; у - ch * ^ У ; b) ch х - ch у = 2sh sh 1 

-r 4- V X — 7/ . X + 7/ , X — '?/ 

c) sli х + sii у = 2 sh— — - ch — — ; d) sh х - sh у = 2 ch — — sh — - — ; 

2 2 i i 


e) eth(x ± ;?/) 


cfch х cth i/i 1 
cfch х + cth 7/ 


2.25. Nacrt.ali grafike sledećih funkcija: 

a) f ( х) = arcsin х; b) f/(x) = arccos х; 


c) /?.(х) = arctgx; 


cl) к:(х) = arccfcg®. 


Rešerija. Osnovne fcrigo/ioinetrijske funkcije nisn monotone nasvojim defmi- 
cionirn skupovima. Zbog fcoga, da bi se uopsfce rnogla definis-ati inverzna 
fun kc.ije bilo koje od njih, pofcrebuo je prvo izvrsiti resfcrikciju polazne os- 
novnc i rigonomefc rijske funkcije na infcerval (po mogucstvu šfco veci!) na 
котпе ona jesfce monotona. 


a) Funkcija f(x) = arcsin х je, po defmiciji, inverzna funkcija za funkciju 
p\(x) = sinx, х б [— 7 г/2, тг/ 2]. 1 Važno je primefcifci da na infcervalu 
[- 7172 , 7172 ] funkcija F\ monotono raste, a da je njen skup vrednosti 
interval [-1 , 1]. Zbog fcoga je definicioni skup funkcije / interval [-1, 1], 


Г''ипкг*|јп. Pi sn naziva restrikcija funkcije F(x) = sin x t з: б R t па intorval [ 7г/2 ( тг/2]. 
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a njea skup vredaosti intervai [~тг/2ј 7г/2]. Dalje, funkcija / je neparna, 
monotono rastuća i ima nulu u х = 0 (si. 2.9). 



Sl. 2.9. f(x) — arcsin х Sl. 2.10. f(x) = arccos х 

b) Funkcija g je inverzna za rnonotonu funkciju G{ : [0, 7 гј [-1, 1] datu sa 
G\(x) = eos х . koja je bijekcija. (Troveriti!) Definicioni skup funkcije 
g jeste mterval [-1,1], skup vredriosti je interval [ 0 ј 7 г] 5 i monotono 
opada (sl. 2.10). 



Sb 2.11. f(x) —arctg х Sl. 2.12. f(x) =arcctg х 
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datu sa H\(x) — tgn:. Dakie. funkcija h je definisana na ceionr skupu 

mouotono je rastuća i neparna (sl. 

2 . 11 ). 

d) Funkcija k je inverzna za monotonu funkciju Ii\ : (0.7г) -r R, datu sa 
R [ (.т) = ctg х . Funkcija k je definisana na celom skupu R, njen skup 
vrednosti je [0, тг], i monotono je opadajuća. Ova funkcija nije ni parna 
ni neparna (sl. 2.12). t ‘ ‘ 

2.26. KonsLru isati grafike sledećih funkcija: 

a) }\x) = sin(arcsin x)\ b) f(x) ~ arcsinfsin ;п). 


R, njen slcup vrednosti je ( - 


(-i-f) 
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b) Presvega je тг/2 < arcsin rr -P arccos х < Зтг/2 7 jer je — тг/2 < arcsin rr < 
тг/2 i 0 < arccos ж < Iz jeclnakosti 

si и ( arcsin ж + arccos 7 : ) = si н( arcsi n х ) cos( arccos х ) si n ( arccos х ) cos( arcsin .r 

= х 7 -P \/l — х 7 vl — ж 2 — I , 

sledi ^ 

arcsin х -|- arccos х = — -h 2кк 7,a neko k £ Z. 

Pošto je — — < ” -f 2kw < to sledi da je k = 0. 
j 2 “ 2 “ 2 


2.28. Pokazat.i 


ш ( x d ' 2/ 

arclc 

8 Vl=F*y 


га ху < 1, 


7Г 1- arcig 


1 T 


arclg л: -ј- arctg у 


arctg ( 


v 1 -Т X V 


za х у > 1; х > 0, 


za ху >1; j; < 0, 


Rešenje. Iz 


za ху = 1; х > 0, 
za ху = 1; х < 0. 


tg*( arctg х -I- arctg у) = , ху f- 1 

l - ,ТЈ/ 


7‘ T 1/ 

arelg х T arclgi/ = a.rctg {- r7r, r € Z, .т?/ / 1. (2.4) 

J. — ху 

Kako je 

, , X -f- у * ж T У 7Г 

arctga-T arctg ?/ = arctg T Г7Г < тг, arctg < -, 

I — ху 1 — ху 2 

to 7* može uzimati vrednosti 0, 1 i —1. 

Дко se odrede kosinusi leve i desne strane u 2.4 dobija se 

I. i X 7/ 1 


\/ i т х 2 v 7 l т у 2 VI 4 x' ž v 7 I T ?/ 2 


I — ,Т7/у 


odakle je 


I - xy_ У(Т + a:' 2 )( 1 + f) _ l - ху _ j \ ху < 1 

v'TTT ^jn -|- i/ 2 ) 1 1 — a-T/l il-:Ei/| l ~l ху > 1. 
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Glava 3 

Nizovl 


ЗЛ Granična vrednost niza 

nic ija 3.1. Niz je funkcija a ; N -t R. 

Uobičajeno je da se piše a Tl := a(n) 3 n € N f i a = (a u ) n6N . Broj a n se 
zove opšti član niza a. 

U ovoj glavi n uvek označava neki prirodan broj. 

a = (a u ) neN je ograničen ако postoji pozitivan realan 
broj M takav da za svako n e N vazi |a n | < M. 

« Reaian broj L je granična vrednost niza (a n ) neN ako za 
svako e > 0 posioji n 0 e N sa osobinom da za svako n > n 0 važi \a n — L\ < e. 

> 0) (Зпо € N) (Vn € N) n > n 0 =4- |a n — Z| < e. ^ 

Ako jč 'X granicna vrednost t 4da još 

kažemo da (a n ) neN lconvergira ka broju L i to pišemo 

Lim a n = L. 

74— fOO 

Za niz koji ne konvergiia, kažemo da đivergira. Izdvojićemo dve klase 
divergentnih nizova. 

^ Definicija 3.4 . Niz (a n ) neN 

^^ divergiia u plus beskonačno , u oznaci Lim a n = -f-oOj ako za svaki 
realan broj M > 0 postoji broj n 0 6 N takav da za svako n > n 0 važi a n > M ; 

jj ive rsiL;5JO[i ^ us beskonač noj u oznaci lhn a n = -oo 3 ako za svaki 
гефџ brM M > (Tphsioji broj n 0 € N takav^la za svako n > n 0 važi 

At n < 
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Teorema 3 J., ( h n.mca konvc'irjenl-nog niza jc jadinslvena. 
Teorema 3.2, Sv.nki konvergc.ntan niz je ogramčen . 

3.1.1 Zadaci 


ЗЛ. Fokazati da niz ( a 7i ) п р^ konvergira ка broju L ako i samo ako za 
proizvoljno £ > 0 važe sledeća dva rtslova: 

(1) za beskonačno mnogo brojeva n je a n 6 ( L ~ £ . L e), 

(2) za najviše konačno rnnogo brojeva n je a n е/ (L — £, L + e). 
Uputstvo. Sledi iz definicije 3.3. 


3.2. Koristeći definictju 8. 3, pokazati da svaki od sledećih nizova . datih sa 
opštim Članom , konvergrra ka 0: 



b) b n 


_1 

V n + 3 




Rešenja. a) Pokazaćemo da za svako unapred dafeo pozitivno £ postoji 
prirodan hroj ?r 0 takav da važi implikacija 

1 

n > n 0 =>' j a n - 0| < e , tj. n > 7?.q => - f — = — < S . (3.1) 

n £ n l 

Kako za svako sa osohinom n > \/ l / e , važi \/ n 2 < e , fco možemo uzefci 
по — f \/ Г/ТЈ -{- 1 , pa je (3.1) zadovolje.no. 


Primedba. Broj [r?:j (čita se: n na jveći ceo od .r”) po defuriciji je najveći ceo 
bro j man ji ili leTiiak od^ real.it og bi’oja x_. : " 

U daljem radu posmatraće se ()<£:< 1, što ne umanjuje opštosfc, jer ako 
postoji fcakvo по ( е ) sa osobinom da za svako n > n 0 ( e ) je j/ n | < e , tada važi 


(Vei > l)(Vn > n 0 (e)) |/ n | < e < e x 

b) Za dato e > 0 odredićemo prirodan hroj n n tako da za. svako 7i > 77, 0 važi 

— 7 =—- — 0 = —т= < e, pa možento uzefci 7? 0 — fl/e 2 ] + 1. 

\/ n -|- 3 \/ n + 3 *■ J 

ч 1 ! l i 

c) г — 0 — —г < - — 7 < e. Odafcle je ln(l/e) < (??. — 1)1п2. što znači da. 

7?.! I 77,! 2 п ~ 1 ‘ '■ 

možemo uzefci ??, 0 = L -{- ln(L/5) . U ovom slučaju za svakcv tmapred 

dafco pozitivno e 1>roj 7?. 0 se može odredifci 1 na sledeći način 



3.1 GRANIČNA VREDNOST N.IZA 


Znau, broj n 0 nije jednoznačno odredjen, uslvari, dovoijno je dazasvako 
£ > 0 posi.oji 7?, 0 = tiq(£ ) fcako da važi impiikacija iz defmicije 3.3. 

3.3. Korisleći definicijv 3.3 , pokazati: 

. cos 7i , ч 2п + 4 

a) itm = 0; b) inn — = 0; c) Ihn (0, 99) n = 0. 

7i — ♦ tx> п н— +oo nr -{- 37?. — 1 71-700 

3.4. Ako je lim x n — 0 i za svako n važi x n > 0, pokazati da je 
lim r" = 0, a > 0. 


Rešenje. Iz lim ,т п = 0 imamo 

n— +CO 

(Ve, > 0) (3n 0 e N) (Vn € N) n > n 0 => |т п | < e, (3.2) 

Za da.to e > 0, uzmimo e, = e 1 /", tada prema 3.2 postoji n 0 , takvo da za 
п > 7i 0 važi 


l*nl <<= O'j" =£. 


3.5. Pokazali po definiciji 3.3 da sledeći nizovi imaju gvanicu 1 : 

. 3 n 7 -|- 1 

a) п " ~ Зп^ V 2n + 1 ’ t = - «>?; ( 

Rešenja. 

a) k 3.- + 2n + 1 - ‘ = з.» 0,0 < '' '• sl " h d * г * 

svako e > 0, važi 2n 2 > l/e ili n > y l/(2e). Znači, za proizvoijno 

e > 0. posfcoji 7?, Q := 7?.q (e) = Jl/\/2ej + 1, fcakvo da za svako n > r?, 0 
n + 1 , 

vazj 1 < e. 

n + 2 

b) Za a, = 1, fcvrcljenje je trivijalno. 

Ako je a > 1, fcj. a = 1 + b, b > 0, fcada za svako n € N, n > 1, posfcoji 
realan broj c(n) > 0 fcaka.v da je 

Vl + b = 1 + c(n), odnosno 1 + b = (1 + c(n)) n . 

Pomoću Bernulijeve nejednakosti (1 + k) n > 1 + iik, k > —I, n P 

N, dobijamo 1 + b > 1 + n - c(n), odakle imamo c(n) < — . Znači, za 

n 

svako e > 0 važi 

j \/ 1 -}~ b - 1| = с(п) < ~ < e, 
n 
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ako je n > n 0 := [b/e\ -f- L 

Ako je 0 < a < 1, tj. a = 1/Л, Л > 1, tvrdjerije se pokazuje se 
anaiogno. Znači. za bilo koje a > 0 važi lim tfa = 1. 


c) Pomoću binornne formule tfn = 1 -i- d(n ), d(n) > 0. dobijamo 

" = (1 + d{n)Y = 1 + nd(n) + l ) </ 2 (n) + . . . + d n (n), 


ocJaklo je n > A — d 2 (n ) => с l(n) < j — — — . Za svako e > 0. 

i 1/71—1 



|(/n - 1| = d(n) < \/ — — < £, pod usiovom da je n > 


A+il 

£ 2 j 


Јј.бу Pokazati da je: 

f 0 , M < 1; 

a) lim <? n = < 1, q = 1; b) lim n b q n = 0, |f/| < 1, b e R. 

71—+СХЈ I y П — tOO 11 * 

l -коо } q > 1; 


Rešenja. 

a) Posrnafcraćemo prvo slučaj kada je \q\ < i. Stavimo tada 

1,1 = ТТк' л>0 - 

Za dato £ > 0. na osnovu Bernoulijeve nejednakosti, važi 

zasvalco n> h- 

Prema fcome se rnože uzeti п 0 (е) = -^- + 1. Znači, za \q\ < 1 

lim q n =0. £ 

71— +00 

Ako je q = 1, fcada je svakako lim q n = 1. 

71— +00 

Alco q > 1, tada imamo 

q lx — — , 0 < r < 1, pa je lim q n = +оо } 

Г П 7l—*00 

jer je iirn r n = 0. 

71— *CO 

Ako je q < —1, tada niz q n ne konvergira. 


b) U slučaju b < 0, tvrdjenje je trivijalno, dok se za b = 0 svodi na a). 
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Ako je b > 0. fcada možerno izabrati к, к € N } takvo da je к > b. Za 
h > 0 i n > 2 к. fcada važi 


(1 Th) n > 


г* = n(»-l)--(n-fc+l) lt (п\ к . 1 


Л* > ( х ! Л 


n > 2к n > 2к — 2 =>- 2n > n -|- 2к — 2 7 i — + 1 > 

Ako je /t > 0. takvo da važi \q\ = - < 1, tada iz prefchodnog 

tvrdjenja imamo 

|nV - 0 ' - **w - < *■ 


za svako n > 



+ 1 } gde je b x e Q takvo da je 6 < 6j < k. 


3.7. Pokazati po definiciji 3.3 da je: 

ч 3 n + 5 n 

j y a) imi = 1* 

L n — +oo 5 n -f~ 3 • 2 n * 


,ч 3 n SlU71 3 

b) hm = 3 

71-too 3 «-i -p 3 n 


3.8. A/eAa je lim ж п = Z. Pokazaii da je tada: 

n— *oo J . 1 

a) „ | ™о( х "+1 - x ») = °; b ) „llm, -+n = L 2 ; 01, m јж„| = 1 4 

3.9. Ako je lim |ж п | = |a| } da li je iim x n = a? 

Rešenje. Ne шога. Na primer, za niz a-„ = (~l) n , važi lim |.г-„| = 1, 
medjutim ovaj niz ne konvergira. n 1JJ 

3.10. Iskazati da L ф hrri^ x n u smisiu definicije 3.3 i dati geometrijsku 
inierprelaciju. 

Rešenje. Tačka L nije granica niza (a; n ) ueN ako 

(Зе > 0)(VM)(3n 6 N) n > M =>■ |a n - X| > e. 

Geometiijski, L ф znači da postoji e > 0 fcako da izvan intervala 

(L ~ £ %t L + e) ima beskonačno mnogo članova niza x n . 

3.11. Dati geomeirijsku interpretaciju defimcije ogramčenih nizova. 

Rešenje. Niz (a n ) n6N je ograničen ako posfcoji broj M takav da za svako 
n 6 N važi ja n | < M. fcj. — M < a n < M, Geometrijski, to znači da su svi 
članovi niza (п п ) п6 јч| smešteni u interval [ — M, MJ. 
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3.12. Poknznli dn su nizovi 

a) r. n = h) :к п =п , ” ) ) п , 

neogrnnićeru. Ispitatr da li divergiraju ка "f~oo ili ка — oo. 

Rešenje. 

a) Pokazačemo da га svako M > 0 posfcoji n £ N da. je \x n \ > M . Za 
proizvoljuo M > 0 i proizvoljan paran broj n lakav da je n > log 7 M 
važi х n = 2” > 2 ln ** /W 

};i ) Za svako M i n = 2([Л-/] + 1) > M, je rr n = ( 2 ( [ M ] T 1 )/ 1 ^ — 

n > M. 

Ni jedan od ova dva niza ne divergira ka -{-oo, nifci ka = — co, niti konvergira. 

3*2 Osobine lconvergentnih nizova 

Teorerna 3.3. Лко su (a n ) n€ N 1 (bi)ueN kanvergentni mzovi, г ако posioji 
Н() £ N sa osobinom (Vn € N) n > Uq => a n < b n , tada važi 
!im a n < lim 6 n . 

n — ЧХ) n-'CO 

Teorerna 3.4. Лко za nizove (a n ) ne N* (^n) n gN г ( c n)ngN postoji broj uq £ 
N sa osobtnom (Vn £ N) n > n 0 => a n < b n < c n , tada važi implikacija 

( 1 i m a. n = lim e n = L) => ( lim b n = L) 

\n -*00 n— 1 'OO / Чп — ICO ' 

Teorerna 3.5. /1А;н ггггоиг (a n ) nf =N г (6 n ) n eN konvergirajn , tada važi 

a) !im (a n T 6 n ) = lim o. n ± lim 6 n , 

n — ИХ) n— »oo n—lCO 

b) lim ( a n b n ) = lim a n Jim 6 rt , 

n — ' oo n— »co n— »oo 

lim a n 

c) iim = . uz nslov b n f- 0 za svak.o n £ N г lim b n f 0, 

n-*co () n lim b n ' n-»co 

rr— * co » 

c!) lim ( Л a n ) = A Jim a rt5 gde je A proizvoljna konsianta; 

n— » co ' n— *ro 

e) lim (a n f = ( lim a n )\ gde je k prirodan broj; 

U — » OO ■ 'П“‘СО 

f) lim Mf n = fc/ iim a n gde je k £ N. 

п—»ео v \f ti—voo 

U f) t ако je k paran broj, mora se dodatno pretpostaviti da su članom 
niza (a rt ) ne N nenegatiimi. 


3.2. OSOBJNE KONVEHCENTNIII NJZOVA 


3.2.1 Zaciaci 


3.13. Odredili sledeće gramčne vrednosh: 


T 2 n 

a) lim — — — ; 

ti. » oo Tir T 1 


п — n 

b) lim т=; 

п » oo n — wn 


/tp ii„, 

1 ' n » co n T i 


(•— 2)" + 5 n 
( — 2) n+l + 5 n+1 


e) lim ( \/п 2 — 1 — 7i); 
n — » co 


Rešenja. a) lim 


5n 2 T 2 n 


П-ОО ?г 3 -P 1 


f) lirn ( л/п 2 T 2n — n). 

n-'oo 

2 

5 T - 

*- = 0. 


b) lim AGJL = , ira (“ - = |, m (n + ^) = +oo. 

7 n— »oo 77 , — ^/n n-»oo 71 — V n n °° 

</7t 2 sin(n!) sm(7i!) 

c) lirn — ^ = lim =4— = 0. 

n » co n T 1 n— »OO л . 1 

V n + 17=1 

Vr 


(— 2) n + 5 n 1 . >5" ~ 

(_2) n+1 + 5 n+1 = 5 (— 2)’ t+1 


e) lim 


-77,) = lim 


/ п 7 - I - 77,)(V n 7 — 1 T n) 
( л /nŽ - 1 T n) 


f) lim (л/п 2 T 2n - n) = Гип 

7 =, , n 'ПО 


2n — n)(y/n 2 т 2n T 7t) 


2n, T 7i.) 


3.14. Oflredili sledeće granične vrednosti: 


lirn \ 9 


V) .„ = (з 2 ++) ' ,S ; 


cJ x n = V n 2 т П - \/п г - 7i ; 


v/n 3 T 2n T 12 T n 


гљ т _ n! + ( В|П И >! ; 

^ ” “ 2(n + 1)! + 3 

RezuHati. 
a) 3. b) 1/2. 


f) Xn = у/п (vn - 1 ” v 71 T l j 


Г) -2/3. 
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a) Лко je |r/.J < 1, tada iz zaclataka 3.6 a) i 3.2 c) sledi lim — == 0. 

rt- 4 co n! 

Ako je |a| > 1, tada postoji k 6 N tako da je 
|а| , |a| 

V > 1 i < 1 

k ,k + 1 , 

Tada možemo pisati 


0< iL <Н.Н.И...И Г _И_ј п-<: — м 

- n! 1 2 3 k \к+\Ј 


gde je M konstanta koja ne zavisi od n. Kako je 


lim M ■ 


to iz teoreme 3.4 sleđi da iim — postoji i jednak je nuli. 

n—too nl 

b) Pretpostavimo da je a > 0 (ostaii slučajevi su trivijalni) i neka prirodni 

hro jevi к i n zadovoljavaju sledeću nejednakost 

. . л . . ' n n 

к > a 1 n > 2 A;, pa je n — к + 1 > n > — . 

Iz procene 

n a п к п к 

n! < n\ (n — A;)! (n — к -f l)(n — к -f 2) • — n 


(n - k)l ’ (n — fc)! J 

siedi da za svako e > 0, postoji prirodan broj n 0 = n 0 (e) takav da važi 
n a 2 к 2 к 

n\ < (n — k)\ < n — k < £ * 

za svako n > n 0 . Na primer. n 0 = к + 1 T . 


3.17. Pokazali da je: 
iim — = 0; 

\/ n^oo n n 


b) lirn 2/1 T x n = 1, ako je lim x n = 0. 


R.ešenje. 


/ n \ 71 / 1 \ 71 / i \ 71 

a) Za svako n > За je 0 < ( — j < ( — ) . Kako je iim - } = 0, to je 

\п/ \3 ) n—*oo \3/ 

i iim f-V l = 0. 

Ti ~—t (X) \ n J 
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3.21. Odredili grani.čne vrednosli sledećih nizova: 

. 1 - 2 + 3 - ■ + (2?г - П - 2 n 

a) = ТРтт — — • 


1/1 1 1 
b) 2n “ W2+V4 + л/4 + л/б + ' + V2n+V2^T2) ' 


. 1 — 2 + 3 i- (2n - 1) - 2 77, 

a) hm , = Lim 

n — t-co y/ n 2 ^ n— +oo 




b) lim 


п "~л/п Vv^+V4 " лД-Нл/б 


+ • ■ • + 


, 1 / v/2 - уД \A + л/б V277. - л/2п -j- 2\ 

= + — + "' + =2 ) 

, 1 \/2 - V277, + 2 1 2 — 2n — 2 л/2 

— li fT) — = НГП — — p=— 7= ; — = -г“. 

n-*oo ~2y/n -2 n * oo -2у/п л/2 л/2тг -f 2 2 


3 . 22 . Odrediti stedeće grnmčne vrednosti: 


£( 2 *- 1 ) Ј 


( 2ifc “ l)( 2fc + l) ; 


b) lim — = 

71 7 OO П * 1 


:,) lim \/2 ■ \/2 - \/2 . . ’T 2 ; 


1Ч 1 +2 + 2 2 + ., , + 2 n 

d ) lim — — . 

' n-»oo 1 -f 3 -I- 32 4 . . . r + 3 n 


a) Matomatičkom indukdjom se pokazuje (vidi zadatak 1.5 b)) daje 

” 1 __ n 

( 2 /c - 1 )( 2 k + \) ~ 2 n -I- 1 ’ 

L n S 

odakle je lim ) — . Wr% . гт = »m - — — = - 

n ~‘°° (2A: ~ l)(2fc 4-1) n “’°° 27i + 1 2 

b) Na osnovu zadatka 1.5 b) imarno 


E( 2 *- l ) a 


71 (4 77, 2 — 1) 


= lim 


n 7 00 71*' 


- 4/3. 
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c) Kako je 


/11 l_ 
V2-</2 V2... 2 v^=2V2 + 4 + '"2» 


1 2 

2 2 n = — i— 

2 l/2" 


odnosno 


2 = (2^ п у П = (i + ( 2 V3“ > (i + ( 2 i/ 2" _ i)') n 

= 1 + n (2 1 / 2 " - l) + . . . + (2‘/ 2 " - l) n > n ( 2 1 / 2 " - 1 ) ’ 


Zbog 0 < 2 1 / 2 “1 < — j imarno 

lim \/2 ■ \/2 • V2. ■ - ■ г '//2 = 2, 

n — 1 


lirn 2 1 / 2 " = 1. 


1 - 2”-*- 1 

d) lim - 2 + 22 + • • • + 2n = lim 1-2 = 

Tt * 00 1 -f 3 + З 2 4- . . . -j- 3 n n-^co 1 _ з«+1 


3.23. Odreditt sledeće granične vrednosti: 


£*“ 


a) lim 

Tl — t-oo 


i \ r ( 1 . 3 . 5 

} п-кх) V2 2 2 2 3 • 


2n- 1 


Rešenje. 


a) Označimo sa 5^ = ^ A; 4 i potražimo S n u obiiku 

/с=0 

5„ = /1п 5 + Бп' 1 + Сп 3 + Dn 2 + £n + F. 

Tada iz raziike 

5 >*+1 - = /1(0 + l) s - n s ) + Б((п + 1)+- п' 1 ) + C((n + l) 3 - П 3 ) 

+ D((n + l) 2 - n 2 ) + ((n + 1) - n), 
dobijamo da je za svako n € N (zbog (n+ l) 4 = n‘‘ + 4n 3 + 6n 2 +4n + l) 
(n + l) 4 = 5/ln 4 + (10/1 + 4Z?)n 3 + (10/1 + 6B + 3C)n 2 


+(5/1 + 4/J + ЗС + 2 D)n + /1 + Б + C + D + E. 
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Izjednačavanjem koeficijenata dobijamo 

•5/1=1. 10/1 + 4/? = 4, 

10/1 + 6Л + 3 C = 6, 5a + AB + 3 C + 2D = 4, 

/1 + B + C + D + E = 1, 

odalde je A — B = C = -, D — 0, D = — — , Prema tome 

j e JU 

s.-j. +5«* + 5»»--. + л 

2a .i = I je 1 = -■ + 2 + з'~ /ј + F, ' odakle je F = 0. Na 
osnovu toga je 

Т'4* 1 . 1 1 , 1 

lim *=%_ = lim Š" + Г” / Г ~ 5n" _ 1 

п *-o© n— +oo ^5 g * 

b) Obeležimo sa /„, n 6 N opšti član datog niza. Tada je 


fn _ r fn 1/3 1 

2 ~ /n 2 _ 2 + V2 2 ~ Г 2 


_ 1 /1 , 1 1 

2 + \ 2 + Г 2 + "' + ^T 


+ * * ‘ Т 


2 n +i 2^2 ^ 1 

1 ~ 2 


2 n — 


2n — 1 

2 n 

-)- 

2 n + l 

1 - 

1 

2 n ~ 1 

гН 

1 

сг 

см 

I 


Tako dobijamo 

’il" V = Ji£» fl+ 2 fl 


1 \ 2n - 1 

2 n “! / 2 n 


з - lim —V- - 2 lim -£+ lim -i- = 3 

n *■ QO 2 n 2 U-+CO 2 n n— too 2 Л 


3.24. Odrediti granične vrednoati sledećih nizova: 

\ 11 1 
a) х = 1 !-•••+ — i 

13 3-5 + (2n-l).(2n+l)’ 
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(. . 1 


"" “ ( l з) Ч Х б)" 1 n(n -I- 1 ) ' 

' 2 / 


2 3 - 1 З 3 - 1 n 3 - I 

2 3 -I- Т З 3 + 1 ' ' n 3 ~T Г 


Rešenja. а) Na osnovu jeđnakosti 

_ i Л 1 i 1 i i 1 \ _ i Л I \ 

In ” 2 V 1 3 3 5 + 5 ’ + 2 n - 1 2n + 1 J _ 2 " V 2n -|- 1 / 

imaino lim ж п = lim - f I — - — - — ^ 

n-vco Ti-vco 2 \ 2 71 -f- 1/ 2 

b) Fomoću idenUtefca 1 = — — — - , j = 2,3, dobijamo 

З 2 Г 


™ ( 1 2 O ( ! з 2 ) "( l n 2 ) 


/1 3 2-4 3 5 (n-.l)(n+l)\ 1 n +1 1 

iim — r- • — r- • — r- • - = iim - • = 

i-»oo \ { )3 d 2 П 2 / n— +co 2 71 2 


:) Zbog 1 


-00 \ 2 2 З 3 4 2 

i u - 1)0" + 2) 

jU + 1) ” J(J + 1) 

2 


, j = 2 . 3 , ..., n, imamo 


lim z n = Иш ( 1 - L\ ( 1 - L) • 1 — — г Т 

n v 00 n — * 00 \ 3/ \ 6/ n(n + 1) 

= !im / 1 - 4 -l-i. ^>.«± 2.1 

тг — * cx> \2 • 3 3 • 4 П.( 71 -f- 1 ) J n * v co 3 П 3 

d) Za j = 2, 3, n, jc 

f_ z \ _ (i - PO'* + j + 0 = (i - i)(j 2 + j + 0 

j 3 + l u + i)(i 2 - j + i) (j + i )((j - i) 2 + (j - i) + i) ’ 
odnosno 

2 3 - 1 З 3 - 1 n 3 - 1 ,. / 1-7 2 -13 3 21 4 -34 

Ja ™ ' ТТТ ■ ТчП -Ј2!.(Г5- — 'ПЗТЗГ 


(n — I. )(??Z -|- 7). 3-1) \ 2 71. 7 3- 7?. -ј- 1 ^ 2 

(n + i)((n - l) 7 ( п — L) -| 1) Ј 3 7i( ?i -I- L) 3* 
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3.25. Odradili sledeće granične vrednosti 

X .. / 1 1 


X / 1 1 

) lim { ■■ H -f- • - • -{- 

n “ f °° \ л/ n 7 -f~ 1 \/ пЧ2 


>’) .'is. ПТТПТТГЧТТТ ) 1 “ >0 


Rešenja. 


\) Iz nejeduakosti 


Vn 2 -f- n л/п 3 "-!- 1 v 7 n 2 -T 2 


+ - + 


' n * 3-71 Vn 


i Lim = 1 = lim ■ - , 

n-voo y/ n 2 _j_ n n-voo ^2 | 


na osnovu fceoreme 3.4 dobijamo 

.. / 1 1 


n-+oo \ ./r,2 


V П 2 -f 1 V 71 2 -j- 2 


4 T= ) = 1 " 

V п/ 4- n / 


b) Ako je 0 < a < I, to imamo 


° ^ (1 + «)( 1 + o, 2 ) - - - (1 + a n ) K 


pa pošfco је lirn rt n = 0, fco sledi 


n ii T cJo ( 1 -f- a )( 1 -f- a 2 ) • • Г1 -f- a”) 

Ako je a > 1 , fcada je 

o х* a,n a,n a " 

( 1 -f- a)( .1 -f- a 2 ) ■ ■ • (1 -f- a n ) a • a 2 • • a n a n( n +i )/2 » 

.. a n 

ра te hrn — = 0. 

n-^co ( i + г7.)( 1 -f- a 2 ) ■•-(! + a, n ) 


Л !co je a = 1 , fcada je 


lim — — * lim -J- = 0. 

l_vco / • 2 ♦ • 2 n -tco 2 n 

n-ćlanova 


3.26. Pokazati da postoje nizovi (a n ) ne N 2 (^n)nPN ^kvi da je lim a n 

* n— +oo 

-foo t lim /? тг = oo, ali, važi: 


0 («n + l'n)ncN konvergira; b) lim (a n + 6 n ) = -oo; c) lim(a n + 6 n ) 

n— *■ oo y П -4 00 1 y 

-f-oo; 
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d ) шг ( a n + ^i) ue M niti konvergira niti dioergira ka -f-oo ili ка — oo. 
Rešenja. Na pri гпег. možerno koristiti siedeće nizove 

\ 7Z -f~ 1 o f - 71-4-2 

-n * 3 k — l: f .i\ i* ч ~Т ^ 


+ n 3 , b n = — - n 3 i 


i* / i \ i* n + 2 
linri (a n + b л ) = hm = 1. 

71 — ' CO 7L — fOO _ 7 ^ 


b) a n = n, b n = — —-2 n; 

71 -f - 3 


lim (a n + 6 n ) = lim ( — — - - n^j = 

n-roo n— >oo V n + 3 ) . 


c) a„ = n 2 , 6 n = 


lim (a„ + i n ) = iim ( 7 i 2 — n) = +oo. 

П — ^OO V 7 


d) Za a n — ( l) n n 2 } b n — — n 2 ; niz (a n -f- & n ) n eN ne konvergira 1 ne 
divergira ka -f-oo niti ka -oo. 

3.27. Pokazati da posioje nizovi (а п ) п6 м i (b n ) ne м takvi da lim a n = +oo 
г lim b n = -foo. aii ipak važi: 

a ) /Г = b ) lim 1Г = л > л > 0; c ) lim = + 00 ; 

n ^°° 6 n ^ 1 - 00 6 n 7 n-oo 6 n ■ 

d) mz ( ] niti konvergira niti divergira ka 4-oo ili — oo 

V^n/neN 

3.28. /VeA;a ja Virn^ x n = -foo, г za sve n 6 N naif y n > Сх П) C > 0. 
Pokazati da je 

lim y n = -f-oo. 

n-too 

3.29. Neka je x n = b gdc je ili b = oo, ili b = — oo. Pokazati sledeče: 

a) Л&о је 7/n > c > 0, га snaA;o n 6 N, tada je lirn a* n i/ n = b. 

71—100 

b) ЛАо је Уп < c < 0, га snaAio n 6 N, taclu je lim x n ■ y n = -b. 

n— » oo 

3.30. Pokazati da niz (sin n) ne jsj nije konvergentan. 

Rešenje. Pretpostavimo suprotno tj. da je iim sin n = L. Tada je i 
s m( ?i 4* 2) = X, pa je Jnn^(sin('n4-2) — sin n) = 0, odalde je lim cos(n-f- 
1) = 0 (jer je sin(7i-f-2) — sin n = 2sin I cos(7i-f 1),). Naosnovu transformacija 
cos(n-f-l) = cos ncos I— sinnsin 1, odnosno sin n = — - ■ П C ° S ^ — cos(n ј 1)^ 
možerno pisati da je iim cos n = lim sinn = 0, odakle dobijamo da је 

L = 0. Medjutim, ovo je u suprotnosti sa osnovnim trigonometrijskim iden- 
titetom sin 2 n + cos 2 n = 1. Prema tome pretpostavka da niz (sin n) n£N 
konvergira je pogrešna. 


i 


3.3. KOŠUEVI NIZOVI 


73 


3.3 Košijevi nizovi 

Definicija 3.5. Niz (a n ) n6N je Košijev, ако zadovoijava uslov 
(Vč > 0) (3n 0 6 N) (V ттг 6 N) (Vn € N)m,n > n 0 =5> (|a m -a n j < e). (3.3) 

llslov 3.3 se može zameniti sa ekvivalentnim uslovom 
(Ve > 0) (Зл 0 6 N) (Vn € N) (Vp e N) n > n 0 => |а п+р - а п | < £ . (3.4) 

Teorema 3.6. Poireban г dovoljan uslov cla niz realnih brojeva konvergira 
jeste da je Košijev. 

Primedba. Metrički prostor u kome važi teorema 3.6 se naziva kompletan. 
Dakle, skup R sa uobičajenom topologijom je kompletan metrićki prostor. 

3.3.1 Zadaci 

3.31. Ispitati da li su sledeći hizovi Košijevi. 

.)«„ = , + i + I + ... + 5 L b)K = f± + fl + ... + _^_ 
+ + л) *. = 1 Ц + т + ... + 1. 

e)e " = 1 + R2 + hi3 + ' , + КГ 


Rešenja. a) Na osnovu definidje 3.4 } pokazaćemo da za svalco e > 0. 
možemo odrediti n 0 = n 0 (e) } takvo da za svako n > n 0 1 za svako p e N 
važi ја п+р — а п | < s. Prvo imamo 

1 л »+р “ а »1 = 1 + х + * * * 4* — 4- ; -r 4- . . > 4 i „ i _ L 

3 3 n 3 n -H • 3 n +p 3 3 n 


~ + . . . + — .. < 1 . / 31 < 1 1 _ 1 

;n+1 З п+ р - 3 n+1 x _ 1 3 n+1 ‘ 2 “ ЈТзТГ 

3 3 

- ■ ■ 1 . r— lne 1 


Iz nejednakosti |а п+р - а п | < — < e, za svalm n > - - + i, sledi 

da možemo uzeti n 0 = n 0 (e) = [d^l + 1. Niz (a„) n6N je Košijev, pa je 
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prema teoremi 3.f> i konvergenian niz. 
b) Za tlafco e > 0 i proizvoljno p £ N, imamo 


-Vv I 


sin 1 sin 2 
1 2 + 2 3 + 


sin 7 i sin(n 4- 1) 

7i(n — 1) ^ ( 7i -j~ 1 ) ( 7X -{- 2) 


sin(« -|- p) sin 1 sin 2 

(n p - 1 ) ( 7 i -f 77 ) i -2 2 * 3 


Sin 71 
n(n f 1) 


< 1 3 in(n + 1)1 | sin(n f 2)1 [sin(n f 7 ;)! 

“ (71 4* i)(n -h 2) (n -{- 2)(n f 3) (71 - 1 - p)(n f p -I- i) 

” (n -}- l)(n -{- 2) ^ (n 4- 2)(п 4- 3) 1 (n4~p)(n + p + 1) 

i ^ i 

( n 4 I ) (n |- p 4~ 1) ^ (n 4- 1) 

Znači. za svako e > 0 i n > [1/e] -{- 1 je \b n + p — b n \ < е л što znači da je niz 
(M„eN Košijev. 

c) Niz (c n ) nG 1 чј je Košijev zafco šfco za dafco e > 0 važi 


j ? cos( 7 ?, 4~ 1 )! t cos(n 4-2)! 

|Cn+p - Cnl " + (n + 2 у- + 


COs( 77. 4- 77 )! 
(n -{- p) 2 


( n 4 1 ) 2 (n 4- 2) 2 


( 7 ?. -{- 7>) 2 


^ __ J 1 1 

77, ( 77, -1- 1) ^ (n -{- l)(n -{-2) ^ (n 4- p — i)(n -f p) 

i 1 . 1 

= г~ 

n n -{- p n 

pod uslovom da je n > [ 1 / £: ] -{- 1. 

d) U ovom slučaju niz (d n ) nfZ pj nije Košijev. To znači da postoji e > 0 fcakvo 
da za svako 7?, 0 posfcoje n > n 0 i p £ N fcakvi da je \d n + p — d n \ > e. 

Uzmimo e = 1 /4. Iz 

l rfn+r _ f/nl = <ГТ + TT2 + " ' + TTT + T4T’ 

sledi da za n = p imarno 


-f* 4 ’ r 

ч — > 

n + p 1 

n -{- 1 r?' 4- 2 

> 

n 4- p 

\d-2n ~~ d n \ > — > ”, 

za svako 

71 f= N 


Prema tome, Iiarmonijski niz, (d n ) nP јчј nije Košijev i zafco ne Iconvergira. 



3,1. TAGKE NAGOMILAVANJA 1 PODNIZOVI 75 

e) Niz (e n ) nG ]\[ divergira. zato šio iz nejeclnakosfci ln х < л;. koja važi za 
х > 0, sledi da za e — 1/3 imamo 

1 1 3 у ^ __J7 

* ел+р 6n ~ In(n 4- 1) + ln(n 4- 2) ln(n 4- p) ^ ln(n 4- p) " n 4- p 

Za p = n dobijamo 

| e n+p — • e n j > — > — . 

3.4 Tačke nagomilavanja i podnizovi 

Deiinicija 3.6. Realan broj l je tačka nagomilavanja niza (a n ) n ^ y ako 
za svako e > 0 г svako m £ N posloji bar jedno n € N, 7i > m, lakvo da je 
\a n - £\ < e. 

Ekvivalenfcan iskaz za definiciju 3.6 jesfce da je realan broj t fcačka nago- 
mii&vanja niza (a n ) nG jsj ако i samo ako za svako e > 0 postoji beskonačno 
mnogo prirodnih brojeva n sa osobinom a n £ (t — e, t 4- e). 

Definicija 3.7. Neka je niz (a n ) n eN definisan sa funkcijom a , tj . a(n) = 
а ПЈ n £ N. Podniz (a njt ) fcGl sf niza (a n ) nG јчј je restrikcija funkcije a na 
beskonačan podskup {п^\ k £ N} skupa N, čiji elementi zadovoljavajn ne~ 
jednakosii n\ < n^ < ... < n*. < .... 

Teorema 3.7. Proizvoljan podniz konvergentnog niza konvergira ka isioj 
granici kao 1 sam niz. 

Pođniz ( fn k ) n gN ™za (/n) T ,P N Koji irna osobinu / nfc = t za neko t i za sve 
к £ N se zove stacionarni podniz. Ustvari, fcada je t tačka nagomilavanja 
niza. (/„)„ € n 

Definicija 3.8. 

© Lirnes inferior niza (a n ) n(Z j^ jeste broj X = jim (inr{a nv | m > n}). 

— n — *■ co 

© Limes superior niza (a yi ) nP N jeste broj S = lim (sup{a m j m > ?г}). 

Svaki od posleđnja dva limesa ili postoji u običnom smislu, fcj. u smislu 
đefinicije 3.3, ili je 4-oo ili -00 (vidi definiciju 3.4). U svakom od ova dva 
slučaja pišemo da je 

X = lim inf a n i S = lim sup a n . 

Ti— *00 n— +00 

Napomenimo daje limes infenor kao i lirnes superior niza najmanja, odnosno 
najveća fcačlca na.gomilavanja niza respekfci vno. 
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3.4.1 Zadaci 

3.32. Pokazati da je lačka £ tačka nagomilavanja mza (f n ) n eN a ^° J e ls ~ 
punjen bar jedan od sledeća dva uslova: 

(tnl) skup { 7 1 j f n = £} je beskonačan; 

(tn2) za svako e > 0, skup (£ — £, £ -}- e) П {/ n | n £ N} je beskonačan. 

Rešenje. Ako je skup М { — {n\ f n = £) beskonačan, tada njegove eiemente 
rnožemo urediti u monotono rastući nlz koji divergira ka -}-oo. Neka je / п = £ 
za k £ N i тц < n 2 < ... < 7\ k < ... -f oo. To znači da za svako m £ N 
postoji njb € M 1; takvo da važi n k > m. Tada, za proizvoljno e > 0, imamo 

1/па; — £\ — \£ — £\ < e t 

što znači da iz uslova (tnl) sledi da je £ tačka nagomilavanja niza (/ n ) ne N- 
Ako je za svako £ > 0, skup (£ - £ J + e) П {/ n | n € N} beskonačan, 
tada se skup M 2 = {n\ |/ n — £\ < e) može urediti u monotono rastući niz 
nj < n 2 < ... koji divergira ka +oo. To znači da za svako m £ N, postoji 
A; € N, takvo da je n k £ M 2 i n k > m. Za proizvoljno e > 0 imamo 

|/n* — £\ < £ 7 

što znaci da iz uslova (tn2) sledi da je £ tačka nagomiiavanja niza (/ n ) n 6N* 

3.33. Akoje £ tačka nagornilavanja niza (/ n ) n6N , tada je bar jedan od dva 
uslova ispunjen (tnl) iii (tn2) iz zadatka 3.32 ispunjen. Pokazati . 

Rešenje. Neka je £ tačka nagomiiavanja niza (/ n ) n eN 1 neka uslov (tnl) 
nije ispunjen (štoznači da niz (A) n€N nema stacionaran podniz (/ ?u ) neN sa 
osobiriom (/n A )jt eN = £, za svako A; 6 N). Pokazaćemo da je u tom slučaju 
uslov (tn2) ispunjen. 

Pretpostavimo da to nije tačno, odnosno da postoji e > 0 takvo da je 
skup (£ — £,£ -f e) п {/ n j n £ N} konačan. Ako je m najmanji prirodan 
broj takav da je n > n x => f n ф £ } tada pretpostavka znači da konačan skup 
(£ - e,£ -f £) П {/„| n £ N} je ili prazan ili postoji prirodan broj n 2 > п г 
takav da za svako n > п г => / п 0 (£-f,£ + e). To znači da tačka £ nije tačka 
nagomiiavanja niza (/ n ) neN , što je kontrađikđja. 

Primedba. Pvrdjenja u zadacima 3.32 i 3.33 se zajedno mogu izraziti kao: 
Realan broj £ je tačka nagomilavanja niza (/ n ) n6N ako i samo ako niz 
(/n) n eN tina stacionaran podniz čiji su svi elementi jednaki sa £, ili u svakoj 
okolini tačke £ ima beskonačno mnogo članova niza (/ n ) n6N . 
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i i 

3.34. Prctposlavuno da je 1 = iiminfa n realan broj. Pokazati da ie tada 

. t n — fOO J 

I пајтапја Laćka nagornilavanja niza (a n ). neNl 

Rešenje. Niz f n = ini{a m | m > n) je monotono neopadajući, pa iz 
definicije 3.8 siedi \\m^f n = X. Tada, za dato £ > 0 postoji prirodan broj 
71q = 7i 0 (e) } takav da važi 

n > n 0 (e) =f I-£</ n <X + £. 

Iz definicije niza (/ n ) neN , sledi da za svako n £ N postoji broj т џ = 
m n (£) > n 0 sa osobinom / л < a mn < f n + e. Brojevi m n se rnogu. izabrati 
tako da niz (m n ) neN bude monotono rastući. Tada za syako m n važi 

. T — £ < a m . n < X -f £. 

Ргета tome X jeste tačka nagomiiavanja niza (a n ) neN . Potrebno je još 
pokazati da je to i najmaaja tačka nagomiiavanja. Iz impiikaclje 
n > n 0 Л m > n X — £ < / п < a m 

i zbog proizvoijno izabranog broja £ > 0, siedi da je X najmanja tačka 
nagomiiavanja niza (a rt ) neN . 

P rimedbe. 

1. Za niz (a n ) neN koji nije ograničen sa donje strane očevidno važi 

JUn^(inf{a m | m < n)) = -oo. 

Uobičajeno je da se piše lim inf a n = — oo. 

n — ► oo 

Medjutim jednostavno se može naći primer niza («,,), 16 јчј ko ji je takav 
da je lnumf a n — +oo. Na primer a n = n. n 6 N. 

2. U prethodnom zadatku je pokazano da tačlca I za lcoju je 1 = lim inf a n 

ustvari najmanja tačka nagomilavanja niza (a n ) neN . Na osnoviHoga 
može se polcazati da za svako £ > 0 

• P ost °ji beskonačno mnogo čianova niza a n za koje važi a n < X-f e\ 

° postoji najviše konačno mnogo čianova niza a n za koje važi a n < 
X — £. 

3. Siično kao u zadatku 3.34, može se pokazati da je tačka S = iimsupa n 

najveća tačka nagomiiavanja niza (a n ) n6N . Može se pokazati da za 
svako £ > 0 


postoji beskonačno mnogo članova niza a n za koje važi a n > S — e; 
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* posfcoji rtajviše konačno fnnogo ćlanova niza a n fcakvih da je а т 


3.35. Odrcditi tačke nagomilnvanja za. sle.de će nizove: 

• n 2mi 

a) f n = (-!)", n e N; b) г !п = ^jsm — , n € N; 

c) a n = n 7 + ( — 1. )" n 1 . n € N. 

Rešenja. 

a) Niz ima dve fcačke nagomilavanja h = 1 i l 2 = — 1, јег je f 2 k = 1 i 
/ 2 /c-f-i = "1 za к = 0, 1,2, ... (uslov (tnl) iz zadatka 3.32). Očevidito je 
da je iitn inf f n = —1 i limsup f n = 1. 


\/3 \/3 , 

b) Niz ima fcri fcačke nagomilavanja 0,-^-, jer je 


<) 3 k = Мп * т ( 2 * к ') = °’ 

wk + 1 / 

lim <73fc + 1 = Jbn ; , 0 sin ( 2/г7Г + 

k — >CO fc->00 ОЛ T ^ V 


2тг \ v ;i 


3fc + 2 . / , 4тг \ л/з 

^ + T J = - — . 

...... Уз ,. л/З 

Ггетпа V.ome је lim inf r/ n = Imi sup g n = — — . 

Tl *■ OO л П — , CO Z 

c) Niz a Tl — n 2 -|- ( — l) n 7 ?. 2 , 7 /. G N, irna jednu fcačku nagomilavanja јег je 

= 0, za к = 1 ,... inedjufcim, zhog lim a 2 k = oo, dafci niz ne 

k—+oo 

konvergira. U ovom shičaju je lim inf a n — 0. !irnsupa n = oo. 

■ n-*oo п — » oo 

3.36. Odredili sve l.ačke nagomilavanja za niz čiji su članovi svi racionalni 
brojem iz inlervala [0,1], tj. 

f\ = 0, h = 1, /з = 1/2, h = 1/3, h = 2/3, /б = 1/4, h = 3/4, 


/в = 1/5, /9 = 2/5, /, .o = 3/5, /п=4/5, / 12 = 1 / 6 , .... 

Od.red.iit lim inf f n г lim sup / п . 


i 
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[0, l] ima beskonačno tnnogo racionalnih brojeva. Ako fcačka a ^ [0,1], fcada 
11 vek posi.o ji okolina fcačke a takva da ne sadrži ni jedan elemenat dafcog niza. 
Jasno je da je lim inf / п = 0, a lim sup# n = 1 

n — 1 CO П — » OO 

3.37. /VeJfcrt ;/e dat niz (a n ), lg rs[, takav da. je Jirt^ a n = + 00 . Pokazali da laj 
niz nerna lačaka nagomilavanja. 

Rešenje. Fiefcpostavimo suprotno, fcj. da posfcoji tačka a koja je fcačka 
nagoirtilavanja niza. Tadapostoji podniz (^ n JneN takav daje ^rn^ a 7lfc = a. 

Zaista iz lim a. n = +00 sledi da za svako M > 0 posfcoji n 0 ta.kvo da za 
svako n > 7 ?.q važi a n > M Kako je > n i njfe +! > fco je a nh > M, za 
svako > п-о, odakle je lim а Пк = +oo. 

k—+co 

3.38. Odredih lini stip /„ i liminf/ n za sledeće nizove: 


а ч r (-i) n , i + ( zDl v . 

/,. - -j— + 2 


b) /„ = 1 + 2( — l) n+1 + ( — l) n ( n+1 )/ 2 ; 


/ 1 \ n 7Г 71 _ . _ _ 2 7Г7 

:) fn = (-1)" ( l + -) + «n — ; d) f n = cos n — 


R.ešenja. 

f -П 2 * 2 1 

a) 1 7 , / 2fe = V - + -2fc = — + 2fc, sledi lirn / 2 fc = +oo; 

7 2fc 2 2fc fe— 00 

f _ 1 \ 2 fe+t 1 _L(_n2*-H 

i* /jfc+i = x 2fc + . - + (2fc + 1), slecli Шп /jfc+i = 0. 

Prema f.ome јс limsup /„ = +oo i liminf/„ = 0. 

n— voo "-^ 00 

b) /„fe = 1 + 2(-l)' ,fc+1 + (-1)«И*+1)/* = 0, /.,fc+, = 2, 

/•tfc+2 = -2 = lim inf /„ i /.ifc+3 = 4 = lim sup /„. 

n— чх> n— *-oo 

c) lim /sjk = litn /вАг-р«! “ e; /вЈк+2 = e -f 1 = lim sup f n \ 

к — + oo к—*оо n — *oo 

lim /sfc +б = e - 1; 

fc-.oo 


lim /sfc+i = lim /efc +з — -e + — ! 

к—*оо к—*со Z 
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d) limsup /„ = l; liminf /„ = 0. 

П~тОО П—гОО 

3.39. Dokazali da je potreban г dovoljan uslov da niz (fn)ne'N konveraira 

jednakost - 

limsup/ n = liminf f n = lim f n = L (3 5) 

71 — r oo 7l~KX> n— rOO ^ / 

Rešenje. Tvrdjenje sledi direktno iz teoreme koja tvrdi da niz konvergira 
ako i samo ako je ograniten i ima tačno jednu tačku nagomilavanja. 

3.40. /ii -о je (/„JjtgN podniz konvergentnog niza (/„) u€Nj pokazati da je: 

Hwi£ f ^ - l\minf/ ?lJb < lim sup / ПЈ . < limsup / n . 

Resenje. Svaka tacka nagomilavanja podniza jeste tačka nagomilavanja 
niza. medjutim ne mora biti svaka tačlca nagomilavanja niza i tačka nagomiia- 
vanja podniza. 

3.41. Neka su (a n ) 7l gN 1 (^n)neN ograničeni г zadovoljavaju sledece uslove: 

a n < b n za n > п 0 . 

Pokazaii da tada važi: 

lim inf a n < lim inf b n i lim sup a n < lirn sup b n 

n~*o° n-> oo „^со л - n _ too V n 

Rešenje. Pokazaćemo samo prvu nejednakost. Označimo sa 
n = liminfa„ i 6 = liminf6„, 

n~*oo n — *-oo 

i pietpostavimo suprotno, tj. da je a > 6. To znači da postoji realan broj 
d > 0 takav da je d = a — 6. 

Kako je a najrnanja tačka nagomilavanja niza (a„) n6N , to postoji тц £ N 
takav da je 

a n > a - dj 3 za svako n > n x . 

Како je b uajmanja tačka nagomilavanja niza (6„) neN , to postoji beskonačno 
mnogo Članova nlza n £ Г4 takvih da važi 

6„ < 6 -j" d/3. 

Znači, postoji beskonačno mnogo n £ N. takvih da je 
. . d d 

<>n < 0 -Н - < a - - < a nt što povlači 6„ < а П) 
a to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a n < 6 n> n £ N, n > n 0 . 


3.42, Dat je rnz realnih brojeva (ж„) п6 м sa: 

,) . n = (-i)"« ( + + i) • b) », = T + _^_ cos ^. 

Odrediti inf (ж п | n £ N}. sup(x* n | n £ N}, liminfa; n i ]imsupx n . 
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B.ezultati. 

a) inl{a; n | n £ N} = —5 < iiminfa; n = — 4 < limsupx n = 4 < sup{x* n | n £ 

N} = 6. 

b) inf{.x n | n £ N} = lirn^ml x n = 0 < sup{a; n j n £ N} = lim sup x n = 2. 

71 — COO 

3.43. Ako je (fn)ne N nlz Tealnih brojeva, pokazati da je: 

a) limsup/ n = — lim inf( — /„); b) liminf-i- = . 

П— oo п ~ +со / п limsup /„ 

n— too 

Rešenja. 


a) Ozriačimo sa 


limsup f n = /, L £ R. 


Tada za svako £ > 0, postoji 

o beskonačno mnogo članova f n takvih da je /„ > L - e\ 

6 najviše konačno mnogo članova f n talcvih da je f n >L-\- e. 

(3.7) 

Iz relacije (3.7) sledi da za svako e > 0 postoji 

® beskonačno mnogo članova - f n takvih da je —f n < -L T e: 

0 najviše konačno rnnogo članova — / п takvih da je — f n < —L — e. 

Kako su ~/ n članovi niza (~/„) n6N) to je 

lim inf( — f n ) = -L. 

n—+oo v ' 

Primedba. Лко je lim sup /„ = +oo, tada je lim irif(-/ n ) = -oo. 


b) Neka je L iz relacije (3.6) i neka je L > 0. Iz (3.7), zasvakoe > 0, e< L, 
postoji 

o beskonačno mnogo članova takvih da — < — - — ==; — 

fn fn L — £ ' Ij 

® najviše konačno mnogo članova l// n takvih da je 
1 _ 1 

fn K L + e j~ £2 ' 
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gde je £i,ć 2 > 0. Kako su 1 //„ članovi niza (l//„) n6 Ni to Ј е 

lim inf /„ = -^ = — — . 

„->co V, nnisup /„ 

71 — »CO 

Дко је mecljutim iim sup /„ = 0, lada za svako e > 0 ? postoji 

П—+СО 

e* beskonačno mnogo članova / п takvili da je f n < £ 

© najviše konačno mnogo članova f n takvih da je / п > e. 

Znači, za svako e > 0 postoji 

1 1 i 

© beskonaeno rnnogo članova — takvih da je — > — , 

J n /п £ 

© najvise konačno mnogo članova — taicvih da je — < - 

jn Jn. £ 


Tako imaino 


Iiiti inf — = -l-oo = 77 т~ 

тг * oo f n iimSlip/n 


3.44. /1Ајо . 97 / (/ n ) n6N 7 (// n ) ng N fiva ntza realnih brojeva, lada važi: 

{ lim inf f n + lim sup g n 

n— +oo П— *-00 

■ 

.. Г , 1 » • Г 

hm sup f n + hm inf g n 


lim sup(/ n + g n ) < limsnp f n + lirnsup g n ; 


b) lirn inf f n iim inf r/ n < lirn inf(/ n g n ) < 


71 -»CO 71 — » OO П— 7CO 


iim inf / п lim sup g n 


iim sup /„ lim inf < 7 n 


lim sup(/ n p n ) < lim sup f n iim sup g n . 


n— oo Tl— +OO 


U b) . 97 ?m pretpostavili da je f n > 0 i g n > 0 , za sve n £ N. 


Rešenja. 
a) Označimo sa 

/ — lim inf /„, g = lim inf r/ n i £ = Гпп inf(/ n + . 7 n); 
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F = limsup / п , G — iimsup /7 n i L = lim sup(/ n + <7 n )- 

n— +00 7t — »CO n 

1. Pokazaćemo prvo da je / + r; < ć. Pretpostavimo su protno, tj. cia 
je ć < / + /7; tada važi d ;= (/ + g) - t > 0. Za svako £ > 0, posfcoji 

o najviše konačno mnogo članova f n < f — £\ 

® najviše lconačno rnnogo članova g n < g ~ e. 

Znači, za svako £ > 0, postoji 

o najviše konačno mnogo Članova f n + g n < f + g — 2e. (3.8) 

Ovo važi za e := Kako je £ fcačka nagomilavanja niza (/ n + £ n ) ne N» 
3 d 

fco posfcoji konačno innogo članova / п -{- g n < £ + — , što je u suprotnosti 
sa reiacijom (3.8). 

2. Pokažimo da je i < / + G. Za svako £ > 0 posfcoji 

© beskonačno mnogo članova f n < / + £; 

© beskonačno mnogo čianova i7 n < G + £, ali sarno konačno mnogo 
članova g n > G + £• 

Za svako £ > 0 posfcoji 

© beskonačno mnogo članova / п + g n < f + G + 2£. (3-9) 

Kalco je i najmanja fcačka nagomUavanja niza (f n + PTt) n gN» to .! e ^ 

/ + GT 

3. Pokažirno da je / + G < L. Pretpostavimo suprofcno, fcj. da je 
L < f + G' Tada je (/ + G) - L = d 2 > 0. Za svako £ > 0 posfcoji 

© beskonačno mnogo članova / п > / — £; 

© beskon ačno rnnogo članova g n > G ■— £, aii sa.mo konačno mnogo 
čianova g n > G + £, 

zna.či za svako £ > 0, posioji 

© beskonačno mnogo čianova f n + g n > f + G — 2e. (3.10) 

Како je L najveća fcačka na.gomilavanja niza (f n + <7n) n eN» P 0 ^ 0 / 1 

d 2 

0 na.jviše konačno mnogo članova / п + g n > L + — , 
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što je u suprotnosti sa relacijom (ЗЛО) za e = -™. 

4. Konačno. pokazaćemo da je _L < К 4 - G . Pretpostavimo suprotno. 
tj. da je L > K 1 + G. Tada važi Z ~ (F f G) = d 3 > 0 . Za svako £ > 0 
postoji 

© najviše konačno mnogo članova f n > F + e\ 

® najviše konačno mnogo čianova g n > G + e. 

Znači, za svako svako e > 0 postoji 

© najviše konačno mnogo članova f n -f g n > F + G -f 2e. (ЗЛ 1 ) 

Kako je L tačka nagomiiavanja niza (/ n f f? n ) n6N . to postoji 


• beskonačno mnogo članova f n f g n > L 

3 

što je u suprotnosti sa relacijom ( 3 . 11 ), za e = d 3 / 3 . 
b) Pokazaćemo samo da je f ' g < t. i koristiti sledeće oznake 

/ = ^ = < = H n m jn f (/„ • p n ). 

Ako je bar jedan od brojeva / ili </ nuia, tada je nejednakost fg < £ 
tiivialna. Pretpostavimo da je / > 0 i g > 0 i pretpostavimo da važi 
£ < f ‘ g. Tada, za svako £ > 0 . e < min {/,<?} / 2 . postoji 

© najviše konačno mnogo članova f n < f ~~ e: 

• najviše konačno mnogo članova g n < g — e. 

Znači da. za syako £ > 0. postoji 

© najviše konačno mnogo čianova f n ' g n < f g ~ e{f + g ~ e), 

što je u suprotnosti sa činjenicorn da je t tačlca nagomilavanja niza 
(/» #n)»£ N • 

3.45. Daia su dva niza ( af) ne N 2 (2/»)neN РП demn ргш konvergira, tj . 
postoji realari broj x t takav da je х = lim a* n . Pokazati da iada važi: 

TL—t OO 

a) lirn inf (& n f y n ) = lim a; n f iim inf u n ; 

7i— t-oo n — кх) 

b) ako je još x n > 0 i y n > 0 za sue n 6 N, tada je 

lim inf (x n Уп) — iim x n Aiminfi/ n . 

n~f oo ' n-too n — 1 oo 
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Rešenja. a) Iz zadatka 3.44 imamo 

J m L in 1 Xn + n i?co ini ЧЈп - jLJL т Ч х п + Уп) < JKrn^ sup x n f liir^ inf y n 
i iz konveigencije niza ($ n ) neN , tj- n -*L Xn = Xn = iim SU P x n 

dobijamo traženu jednakost. 

3.46. Pokazaii sledeće relacije: 

irrf {ж п | n e N] < limmf x n < limsupx n < sup{a; n ! n £ N} 

n ~*°° n— +oo 

Rešenje. Pokazaćemo samo prvu relaciju. ICako je г inf{a; n | n € N) 
najveće donje ograničenje posiednjeg skupa. to je г < a; n za svako n 6 N. 
Odatie je 

г < lim (inf {x* m | m > n}) = iiminf x n , 

ll-too 71-, co 7 - 

3.47. Neka niz (/ n ) n€ N vma dve tačke nagomilavanja a %b г neka je lim inf f n — 
-oo г lim sup / п = f oo. Pokazati da tada postoje monoiono rastući podnizom 
i n Ule Nj ( n k)keNi ( n p)peN 1 ( n q)qeN skupa N takvi da je 

i 1 !™ f J u = ~oo, Н m f Uk = a. iim f n = b lim f n = f oo. 

{ k—foo p—foo p q~~foo 1 

Rešenje. Posmatraćemo samo dva podniza niza (/ n ) n6 N koji konvergiraju 
ka a i ka f oo respektivno. Neka je 

M = [n e N| f n = a}. 

Ako je M beskonačan skup, tadase on može zapisati na jedinstven način kao 
rastući niz (n*) fceN koji divergira ka f oo. Ustvari, (/ n JjbeN je stacionarni 
podiiiz niza (/ n ) n6N koji konvergira ka a. 

Ako je skup M konačan ili prazan, tada postoji п 0 e N takvo da je 
(V?r £ N) n > n 0 =>- fn ф a. 

Neka je n x n 0 f 1 i £1 := |/ П1 - a |/2. Како je a tačka nagomiiavanja niza 
(/n)„ € N i to postoji prirodan broj n 2 > n x takav da je 

fn 2 6 (a “£i,af £i). 

Neka je e 2 := |/п 2 ~ а |/ 2 ; tadapostoji član niza / Пз u intervalu (a - e 2> a f e 2 ) , 
itd. Nastavljajuću započetu proceduru dobijamo podniz (/uj.)jteN mza (fn) n eN 
koji konvergira ka a. 

Neka je гц najmanji prirodan broj sa osobinom f ni > 1 . Neka je. đalje 
д 2 najmanji prirodan veći od п г broj sa osobinom / П2 > п г f f n% , pa neka 
je n 3 najmanji prirodan broj veći od n 2 sa osobinom / пз > n 2 f / ПЈЈ itd. 
Nastavijajući ovaj postupak dobijamo monoton niz koji divergira 

ka f oo pri čemu odgovarajući podniz takodje divergira ka f oo. 
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3.5 Monotoni nizovi 

Definicija 3.9. Niz (a n ) ngN je 

e monotono rastući (respektivno monotono neopadajući^ nko za 
svnko n £ N važi a n < a n+ | (respektivno nko je a n < rx n -f-i ); 

9 monotono opadajući (respekiivno monotono nerastnći) ako zn 
svnko n £ N vnži a n > a n+1 (respektivno nko je a n > a n+1 ). 

Niz je monoton nko je ili monoiono neopadajući ili monoiono neraslući . 

leorema 3.8. Monoiono neopndajući (respektivno nerasiući) niz ogramčen 
sa gornje (respektivno sa donje) strane je konvergentan. 


3.5.1 Zadaci 

3.48. Pokazaii dn je niz x n 
granicu. 


(2n-| ].)!!’ 


konvergentan i odrediti njegovu 


Rešenje. Pokazaćemo da je količnik 1 manji od L 

.т п 

• T n{i _ (n 1)1(27?. 4- 1)!! _ n -}- i ^ 1 
x n ~ (2н. -|- 3)!!n! " 2 n -(• 3 ^ 2' 

Znači, niz monoiono opada. Ograničen je odozdo sa {}. Iz teoreme 3.8 sledi 
da dati niz konvergira. 

Označimo sa n = lim x n+1 = lim x n . Tađa zboe :i; n+I = • ” ~ ! ' - . x „ 

п — fco n— нх> ° ~ • 2 n -f- 3 

možemo pisati 


г г n -f- 1 .. 

rt = Inn T n+ 1 = lmi * lun T r 

П—*СО H-+CO 2n -j- ,) n — > oo 


Odatle dohijamo da je a = što znači da je a — 0. 
3.49. Pokazati da je niz dal sa 




(3.12) 


a) monotono rastući; 


h) ograničen odozgo sa brojem 3. 


Rešenja. 
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a) Posrnatraćerno količnik — — i pokazati da je manji od 1. 

a n+j 

fi + IV ( r ±±l\ n 

П п _ V nj __ n I __ 1 n -f- 1 

a n + 1 / 1 1 n d- 2 n 4- 2 /п(п + 2)\” n -|- 2 

V + n 4- 1 J \n 4-1 / n 4- 1 v ( n 4- l) 2 / 

Pomoću Bernulijeve nejednakosti (l-|-/i) n > l-f -nh, h > —1, dobijamo 


f'!fc+2)y = Л _ ... 1 у > , _ _i_ 

v(»+i )•/ V (n + i)’/ - (.. + 1) г 

. fln ^ 1 п 4- l n 3 4- 3n 2 4- 37>. 4- 1 ^ 

®п-м — i — n 4- 2 n 3 -}- З 7? 2 4- Зт?, 4- 2 

( n -f- 1 ) 2 

Može se pokazati da je i a n+ * t ~ a n > 0 ? kao u [] što takodje zna.či da 
niz rnonotono raste. 

b) Na osnovu binomne formule je 


=1 + 1 + - 


(n - 1) n(n - l)(n - 2) • ■ ■ (n - (n - 1)) 

( -Г I ~ . 


Iz nejednakosti 

ra ( ra - ]) = i /, _ г i 

2n 2 2V n) 2' 


n(n - 1 )(n - 2) _ 1 / 1 

3! • n n 3! V n 


, 1 
1 n) < 3!’ 


? ,( n _ 1 / 1\ / 2\ / n-l\ J_ 

п\ п п n\ \ n)\ n) \ 7 г ) n\ У 


dobijamo 

(i + I)” < 1 + 1 + 1 + 1 + .- + 1 < 1 + 1 + 1 + Л + .-. + ? 1 т 


< 1 4- 2 = 3. 
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Primetimo da pošto je niz (a n ) n 6N monotono rastući. važi 

fln= ( 1 + n) “( 1 + l) = 2 ’ П 6 N ' 

Primedba. Iz teoreme 3.8 siedi da dati niz konvergira. Granica ovog 


je iracionalan broj e. 


3.50. Pokazaii da je : lim ( 1 -j 

n~*oo \ n 


e\ k 6 N,. k >2. 


Rešenje. Niz je ograničen sa gornje strane. Zaista iz nejednakosti (Bernuli- 
jeva) 


, k f l\ k 

1 + - < ( I + - ) s 

n \ n J 


sledi da je 


АЛ 

1 + ~ ) < 
nj 


КГ 


( k\ n 

1 1 — J > 0.) 

Niz je i monotono rastući. Korišćenjem Bernulijeve nejednakosti je 

Л + _*_У И 

Хп +1 _ V (»+1)У (и-И) /, k\ 

*“ “ Л + iV = , + i Л + ») 

V nj \n 


n(n + k + 1) \ n+1 n -|- k 
(n + l)(n + k)J n 


> — = 1 - 
\ п + k J n 


(n + l)(n + k) 


Posmatrajrno podniz datog niza a; p * — (p + -) ) , za n = pk, p £ N. 


Kako je iim (l + — ^ = e, to je i lim x p ^ — lim ( 1 -\ — ^ = e k . Prema 

p—*oo \ j) J p—toa r p—*oo \ p J 

tome je 

Um (,+ ‘Г = Л 

P-.00 V n) 



k 6 N. 


(3.13) 
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3.53. Pokazaii da realan broj e пгје racionalan. 

Primedba. e ^ 2.718281.828459045. 

3.54. Pokazatt da /е lim — ~= = 0. 

11 *■ oo п/п\ 

Rešenje. Pomoću inatematičke inclukcije; pokažimo prvo da je 

n\ > J) , n <= N, (3.14) 

Za 77, — 1 nejeclnakost je tačna. Pretpostavimo da ona tačna i za n = k. y tj. 
- Za 7?. — k -|- 1 imamo 

ч 3 / 


(k + 1)! = кЦк + 1) > (0 fc (fc + 1) = (1±1 


(3.15) 


U zadatku 3.49 je pokazano da je Jl -|- -J < 3, tako da iz relacije (3.15) 
sledi 

(*+,„> (*+1)^ 

Znači, za dato e > 0 možeino odrediti n 0 takvo da važi 
1 __ ^ 1 _ 3 ^ 

л/п! \f n f Г/ n \ n n 


za svako n > n 0 (e) = [3/e] -|- 1 . 

/ ] \ «+* 

3.55. Posmatrajmo niz dat sa a n = ( l -f —J , n ?E N. 

a) P ohazalt dn je niz monolono opadajući. 

b) Odrediti lini a n . 


c) Pokazaii nejednakost — - — < In (\ f 

n -f 1 \ n ) 

d) Pokazali sledee.e jednakosti 


i)<i 

71 } П 


(i) 

lim ( 1 + 1 * 

+ /-): 

= ln 2: 

«-►00 \ П п + 1 

In) 


(H) 

lim ( 1 -|- 1 +...- 

1 

f — + • 

1 

- + — 

n ► co \n П -f 1 

2 n 

кп 


3.5 . MONOTONI NIZOVl 


Rešenja. 


a) Korišćenjem Bernulijeve nejednakosti imairio 

l\ n+l 


' n) 

= ( , + ; 

1 \ " +2 

n + 1 ) 


n + 1 \ 

77. + 1 

n(n + 2)/ 

77 + 2 


n+1 77 + 1 


(n + 2)/ n + 2 


Znači, a n > ра je niz (n Tl ) ne j\j monotono opadajući. 

b) Niz (a n ) n6 ]\| je monotono opadajući i ograničen sa donje strane, (na 
primer nulom) tako da. po teoremi 3.8 sledi da dati niz konvergira i 
njegova granica se može odrecliti kao 

li,„ (н!Г.„ ('lN+.lm, (, + !') =.. 


Ii,„ (l + i) = lim (l + !■)"■ lim (, + !) = 

n *■ oo \ ч 7г / n k oo \ 77./ тг~*оо \ n J 

( 1\ П ( l\ n + 1 

:) Iz a), 1>) i primera 3.49 sledi ^ 1 -} J < e < f I 4 — j 

logaritamska funkcija monotono rastuća, to važi 

1 n in (^l + < 1 < (n -f 1) Jn -f — ^ , 

odakle je 

ln (l+-) < - i ln (l + I) > — Ц-. 

V 71 / 77. \ nj п -I - 1 

Prerna torne je — - — < ln ( 1 -f — ^ < — . 

n -f 1 \ nj n 


Kako je 


d) (i) Pomoću nejednakosti pokazane pod c), dobijamo sledećti nejednakosl 
za 7i > L 

-K) < \ 


In 1 + 


< ln I + 


< 


< !п 


f 2 n 

V 277, ~ I 
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Sabirajući prcthodae nejcđuakosti dobijamo 


2n ^ 2 n 


?'* ‘n <Е1 <еЧ>^ 


/с=п k—n 


Pornoću transformacija 


(l + т) = ln П ( 1 + т) = ln f — • — • • • ^±1 

т V A-/ V n n + 1 2 n 


dobijamo 




Logaritamska funkcija je neprekidna na intervalu (0,+oo), pa je 
lirn ln ( — ■ + 1 j = lim In ( j = iri 2. 

n -*°° V n / . oo \ n - 1/ , 

Pomoću teoreme 3.4 konačno dobijamo 


2т \ ][ 

lim > -” = 1112. 

n — +00 x — * b 


n-+oo ^ A; 

к=п 


Jednakost 11 ) se pokazuje analogno. 


n 1 

3.56. Pokazati da je niz dat sa a n = In n monoLono opadajući г 

ograničen odozdo . 

Rešenje. Iz primera 3.55 c) sledi da je 

a n ~ a n+i = ln ( 1 H ^ — — > 0. 

Ч nj n*j- 1 ' 

što znači da je a n > a n+1 , tj. niz (a n ) n €N Ј е monotono opadajući. 

Niz je ograničen odozdo jer je 

= Ž^- lnn > Ž ,n (i + ^) - lnn 


\n (2 !i±i . I 

V 2 3 n n 


. n + 1 

ln > 0 . 

n 


Iz teoreme 3.8 sledi da niz (a n ) neN konvergira. Njegova granica lim a n =: C) 
se zove Ojlerova konstanta. 

3.5Т т Nekaje p n n e N. proizvoljan niz realnih brojeva iakav da je iim p n = 
-boo г neka je д П) n 6 N. iakodje proizvoljan mz realnih brojeva takvih°da je 
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lim rj n = - 00 . Pokazaii da je: 

n — » co J 

( 1 \ Vn / 1 \ q n 

iim ( 1 + — ) = lim ( I H j = e. 

Rešenje. Neka je (n*) A6N niz celih brojeva takvih da je iirn п к = co. Niz 

/ j \ 71 71— *-00 

n ) konvergha ka e što znači da za svako e > 0 postoji пц(е) takvo 
da za svako n > по(е) važi 

I( 1 + n) ~ e <£ > =► ( 1 + ^) “ e<£ >no{e), 

/ l \П к i 

što znači da je lim 1 + — ) = e. 

n*-+ 00 х . п к J 

Neka je daije (p„)„ eN niz proizvoijnih realnih brojeva takvih da je iim p n = 
“boo. ladći postoji niz ceiih brojeva takvih da je Jim п к = oo i 

važi п к < р к < п к -b 1, fcj. п к = [р к ). Odatle je , *• .. 

I 11 1 1 " 1 .1 

гт < — 5= — 1 H < 1 4 < 1 -f — > 

п к -b 1 рк n k п к - b 1 р к п к 


Prema tome je 


f>+— 

V u, + 1 


TTTT 


odakle je 


±±т )ТТГТ<)' 


/ [ \П к +1 / 1 

Р + Тм) ( А + ттт 


<(‘ + Т<КН'±) 


/ х \ Рл 

Prema toine је iim ( 1 -) ) = е 

п “*°° V Рк) 


Neka јц dalje (fl») n€ N, liiz proizvoljuih realnih brojeva takvili da. je -q n > 
1 * Чл — — oo. Uvodjenjem smene q n — —a n dobijamo 


pa je lim 1 -b 


3.58. Pokazati da jc lim ( 1 + I + — + 7 - -b ♦ * * f- 


i i i \ 

>! + + ‘ ‘ ' + = e - 
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Rešen je. Neka je I < k < ??., k £ N г Гас!а važi 

/ _ I V' _ , n n( 71-1) 1 n(n-l)(n-2) J_ 

l ^ n) ~ + n 2! 'п 2+ 3! ‘ П 3 


— 1) • ‘ (71 — k T I) 1 n(n — 1 ) * • ‘ 2 * 1 1 

, 1 * “Г J * 7Г 


+ 1 + 5 i (* _ n) + 57 


K) 


+ + И"ј) (-! 


Jk - 1 \ 
n / 


Ako stavimo rr n = ( 1 -f — ^ , n P N i i/ n = n ^ tada iz prethoclne 

V п/ • f^]\ 

relarije sledi :т: п < y n , n £ N. Prelaskom na granicmi vrednost dohijamo 
lim f. + if'ž lim !).(,->) 

>1—03 V П/ n-‘CO V 2! V n) 3 \ \ , nj \ nj 


+ + 


( 1 l 1 \ 

= ^ l + , + 2! + 5 j+ •+^J -»*• 

7.a svalco /е 5 pa i za k = n. Znači, za sve n € N je i/ n < e. Tako smo dohili 
nejednakost, odnosno .г* п < ?/ n < с, odakle je 

lim ( i -Г 1 + “ T T • T ) = е. 
n-voo V 2\ 31 п\ Ј 


3.59. F'okazah sledeće nejednakosti: 


. 7i € N; 


b) < ln(L T r) < r, r € Q, r > — 1 

1 T r 


Rešeiija. 


a) Leva strana se pokazuje isto kao i nejeđakost u relacijji (3.14) u zadatku 
3.54. Za dokaz desne strane koristićemo rnatheniatičku indukciju. Iz 


( 

l \ 

n 

, , . , ( 71 T 1 Л 

1 

т - 

> 2 za 7 ?, > 1 

, sledi 7?! < ( j 

V 

nj 

V 2 J 
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Dalje je 


№ 




b) Neka je r = p/q, p,q € N. Tada iz primera 3.55 c) imarno 


q q + J q + V 


Tako je 


= I. ( 1 + i) + 1. (1 + <[) + - + (> + 

< - + — Г- + -- +— p - — ~ ~ ■ 

q <7 +1 q + P - 1 q 


1 n ( 1 + r) < r. 


(3.16) 


Iz pri mera 3.55 c) slerli 

V 

] l 1 p q 1 ' 

1,1(1 + г)> G~i + G r 2 + "' + 7TJ, > G-,-rrr 

<1 

(317) 

Za — 1 < r < 0 i r e Q, možemo staviti r = — г 1т gde je 0 < 7*1 < !.= 

Označimo sa r 2 = 4 Tada. je r 2 € Q i г 2 > 0. b relacija (3.16) 

1 - r 1 

i (3.17) dobijamo 


1 T r 2 


< ln( 1 -}- 1 * 2 ) < r 2 . 


Ako je 7- 2 = 7 — - — , tada u poslednjoj relaciji imamo 

1 Г, c l„ (1 + j < -2— 


Prema tome je 

— - — = — < - ll\ (l + T ~ — ) = ,n (l-’ i) = ln(l+r) < — r | = T 

1 + r 1 - r, V 1 - Г, J 

što claje nejednakost u b). 
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3.60. PokazaU konverfjenciju sledzćih nizova: 


ckj j 1} — l / c 


+ \jc + yjc + ■ t/Č — \/ C + , /, = л/с, C > 


b ) /n+i = | (a + //) , Л = |, 0 < a < i, 

c ) fn + 1 = - (^/„ + — j , /( / 0, i > 0; 

d ) fn+i = — ^(m - l)/ n + _ j J . /i / 0. b > 0, m 6 N, п > 2; 

e ) /п-н = f n ~ sin /„, 0 < /, < тг. 

Rešenja. 

a) Pomoću matematičke hulukcije pokazaćemo da je dati niz monotono 
ra.stući \ ograničen sa gornje strane. 

Jasao je da važi f 2 = у c + ^fc > jj. Pod pretpostavkom da je 
fn > fn-\ , imamo 


V 7 '-' + /п > \/ c d- /п-1 => /п+1 > /„. 

Pokažimo da za svako n € N važi /„ < л/Н+ 1, Očigledno je /, = 

V c < \/с + 1- Ako je /„ = ,/c < \/č + 1 za neko i+N, tada je 

Лн -1 = \/ c + /„ < \/c + \/Č + 1 < \Д> + l) 2 = -/č + I. 

Znači, niz (/„) ng ]\j monotono raste i ogvardčen je sa gornje stvane, pa 
pvema teovemi 3.8 on konvergiva. Dakie postoji realan bvoj i takav da 
važi 

linr /„ = l i takodje lim /„_, = l. 

Gvanica datog ni/.a i se može ođvediti iz 

fn= C + fn-i => fn= c + Ут о fn-i => i 2 = c + e, 

tako da je ć, 2 = — —J—. Како su svi članovi datog niza po- 

zitivni to bvoj ć, = ^-3 — < 0 ne može biti tražena granična 

vrednost. 

r, -■ o _ o 1 + VT+Tc 

inaci, i - t 2 - je gvanična vrednost datog niza. 
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b ) Niz (jn)neN monotono vaste. Kako je /„ > 0 za svako n 6 N, to je 

А -К* + (т))- 16 (!М-/- 


Pod pretpostavkom da je /„ > /„_, ili /„ - /„_, > 0, važi 

2(/n + l — /„) = /„ — / n — i = (/„ + /„-l)(/„ — /„- 1) > 0. 

Niz (/„)„ 6 n је ograničen sa gornje strane. Zaistaje // = -<-< + 
Ako je /„ < 1. tada je 

r _ i , .-2\ “ , /п , Л 


= i (.+ /,;) = N- f < i. 


2 V ‘ Ј п Ј 2 ‘ 2 

Pvema tome niz konvergira, pa postoji vealan bvoj ć takav da važi 
Jbn /„ = ć = lim /„-i, 

odnosno 

l =\(a + i‘)*,, 3= i -±T±E ± a 

Đakie, tražena granična vrednost je £ = l 2 = 1 - - G . 

Svi članovi datog rdza su manji od 1 tako da broj l x = 1 -f +J\ _ п > 1 ? 
(zbog 0 < a < 1 ) ne može 'biti granična vrednost niza (/ n ) n6 N . 

c) U zavisnosti od b i f x posmatraćemo tri slučaja: 

I Лко je b = 0 ; tada važi Д = ™ у i / п = 0 . 

II Ako je > 0 i / А > 0 } tada su svi / ПЈ n 6 N pozitivni. Naime ako 
Ј е fn > d } neko n 6 Nj tada je 

/n+i л ( /71 d F~ > 0. 


Iz transformacije 

2/ n +i = / п + т“ => 2/ n+1 - 2лД = / п - 2\Д -f 

In fn 


=> 2(/ n+1 ~ лА) = / п - 


zaključujemo da je / п > лД za n > 1 .Iz poslednje nejednakosti irnarrio 

/п +1 - /„ = 2 f д - /») = 2 ' /„ " < °» 

odakle sledi daje dati niz monotono opadajući počevši od drugog člana. 
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Niz јр konvergentan. pa postoji l 6 R talcav cla je 
lim / п+ 1 = l = lim /„. 

п —t-OO n— c-OO 

Droj t so možo odrediti iz dale rekurentne veze; tako dobijaino 



Kako jo f n > 0 za sve ?i. 6 N, konačno je t — vo. 

III Ako je 6 > 0 i Ј л < 0, analogno se pokazuje da niz monotono raste 
i da važi f n < 0 za svako n G N. 

Znači, dati niz konvergira i granicna vređnost mu je х = — \/б, 

Primedba. U slučajevinia II i III niz postaje inonoton posle nekog 
indeksa ??. 0 . 


d) U zađatku l 1.3 је pokazano da aritmetička sredina nije manja od georne- 
trijske srodine konačno mnogo proizvoljnih pozitivnih brojeva. Tako 


(m - 1 )/ n 4- 


> \ fn 1 • x 


Zri svako n £ N. Niz ( /„) n ^ je monotono opadajući jer je 

/п + , - fn = - (^T - /») = 

Slično kao u c), pokazuje se da je Гпп / п = \/b. 


e) Niz je ograničen, tačnije važi 0 < / п < 7г za svako ??. € N. Za f\ je to 
sigurno tačno. Pod pretpostavkorn da je 0 < f n < 7Г, imamo 0 < 
n(/ n ) < / п , odakle je 

0 < f rt *Г I — /п SIIl(/ n ) < /71 < 7Г* 

Iz poslednje relacije takodje sledi da je dati niz monotono opadajući, 
pa on konvrgira. Funkcija g(x) = s\nx je neprekiđna na R, pa se 
granica može odrediti iz jednakosi 

t — t — sin Ć, (3.18) 

što sledi iz 

lim fn+\ = Ć = lim sinf /*„) = sinć. 

П— »Счо Tl— V OO 

.lednačina (3.18) ima dva rešenja na intervalu [0,7r], t[ = 0 1 = 7Г. 

Iz nejednakost / 71 < /1 < тг sledi da je tražena granična vrednost 
ć = ć, = 0. 
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3.61. Poknzah konvergenciju i odrediti gramčne vrednosti sledećih nizova: 
a) a n +\ = y2 + a n , a.j > 0; b) & п -н = ~ (/2h n + ~p- ^ ^ 0. 

Rezultati. a) 2. b) 5. 


3.6 Razui zadaci 

3.62. Za niz (fn)n<= N označimo sa 

- /1 4 - /2 + " + /п 


, ?г 6 N, 


(3.19) 


mz njegovih aritmetičkih sredina. Dokazati siedeću irnplikaciju: 

liin /„=/*=> lirn F n = /. 

n — >00 n— t-oo 

Rešenje. Iz uslova lim / п = /, siedi da je 

(Ve > 0) (3?го € N) (Vn € N) n > n 0 |/ n — /| < e/2. 

Tada rnožemo pisati 

\F n -/\ = \ h±A ± -•• + /», + ••■ + /» _-/ 

< — (|/t -/! + ■••+ l/no-l - /I + i/no - /I + • + I fn - /I) 


/I n — 7i 0 £ A £ 

< — I • - < — + - , 

n n 2 n l 

gdeje A = |/ г — /| + 1/г - /I + • • •+ |/n 0 - /I- Postoji prirodan broj «j = n,(e) 
takav da je 

/1 £ 

П > 7?,i =J> — < 

п 2 

Neka je n 2 = n 2 (e) := гцах{п 0 , гц }. Tada dobijamo 

(Ve > 0) (3 n 2 6 N) (Vn € N) n > n 2 => | F n — /| < £. 
Primedba. Suprotno tvrdjenje ne mora uvek biti tačno. Na primer, niz 
f n = (-]) rt ,n G N, ne konvergira, ali je lim F n = 0, ako je F n ,n G N, dato 

sa 3.19. 

3.63. Neka je (.g n ) ne N n * z pozihvnih hrojeva i označimo sa 

G n ■= ■ fJn (3.20) 

niz njegovih geomelrijskih sredina. Pokazaii slcdecu tmpHkaciju: 

lim g n — 9 => Ibn G n = <7? 
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pocl preiposiavkom da je g > 0. 

Rešenje. Logaritamska fimkcija je neprekidna. tako da iz 

n "2 o 9n = 9 sledi n *»2o ln 9,1 = ln n ] i!So 9n = 1п з 

Kako je 

ln< 7 »= i(ln 5 l +ln 52 + f In < 7 „), 

to možemo primeniti zadatak 3.62 i dobiti ' - 

n-25o ln Gn = lu 9- P a Ј е konačno Jim y/g x • ■ • 5n = g. 
Primedba. Suprotno ne mora da važi. 

3.64. Pokazati da ako niz (<7 n ) n £N гта osobinu ' 1 ' ' 

n if2o^ n _ 9n-i) = g, tada je lim — = n. 

°° n— foo л 

Rešenje. Oznaćimo sa / п = g n - g n _ x , go ~ 0. Tada je 

n =2o fn = A'V 9n ~9n-i) = 9- 
Niz aritrnetičkih sredina niza (/ n ) neN je 

F n = — + — + Jn _ ffi ~ go + 92 - ffi + дз - {п + • • ■ + gn - ffn-i g n 


Iz zadatka 3.62 sledi da ie 


lim — = lim F„ =• g. 

П—*00 /2 1l~—¥OQ 


3.65. Neka niz (/i n ) n6N pozitivnih brojeva ima osobinu ( h n ) ne 

n ii2o = h - iada fe lim = h ■ 

I— too Д п _ 2 71 — t oo 


Rešenje. Označimo sa g n = — i-, Л 0 : = 1. Tada iz jednakosti 

Л П-1 

— _ [Јн ~hn „ г , — 


Gn = </.</! • <7,, = \7 г 1 • • • 

V On-1 

sledi da je lim </?+/ = Л. 

71— КХ) 

3.66. Odrediti gramčne vrednosii sledećih nizova: 


a) /» = 


b) g n = k£N . 


c) h n — — \J (n + l)(n + 2) - • • 2n. 
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Rešenja. 


vi 1 

a) Ako označimo sa x n := — , tađa je 


(» - 1)! 
(n - l)"-i 


n(n - l) 11 - 1 _ / n — 1 \ 7, ~ 1 

n" " V n J 


Sada je Jirn ^ . pa. iz zadatka 3.62 sledi da je lim •— — = 

*П-1 C П — fOO 72 g 


i ч o (А;п)! 

bj Za i/n = ~^ n ~ dobijamo 


( n - i) kn , . . fcn • (fcn - 1) • ... (k(n - 1) + 1 ) 


(fc(n - l))i П кп 

(п — 


(n - 1) A 


A:n (fen- 1) • • -(fc(n-T) + l) 




ф i j . y n k " . 

Jada je hm = — т* i konačno lim 

n — t DO П 1 . езк _ . __ 


п)! A;*" 


Уп -l е л 


n— foo 72 * 


7, *€N. 
e ft 


c) Hm Л п = 4/e. 


3.67. Mz(P n )„ 6N j e шг aritmetičkih sredina sredina niza (/ n ) ngN . Pokazati 
da važi : 

inf F n < iim sup F n < lim sup / п . 

П *°° П tOO 71 * — f OO 

Rešenje. Pokazaćemo samo nejednakost lim sup F n < lim sup /„. Označimo 
sa / — lirr^sup / п i pretpostavimo da je / > 0. Tada za svako e > 0, postoji 
«o = n a (e) takvo da za svako n > n 0 važi /„ < f + e. Tako za n > n 0 imamo 
i? _ fi + h Ч f / По Н 1 - /„ 

1 71 *“ — 


^ /l + /2 -1 + fna , (n - n 0 )(f + e) B 

' ; <- + f + e, 
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gde možemo pisati B := Јј 4 - /2 + * ' ■ + /п 0 * Za dato £1 >0 postoji 7? j £ N 
takvo da je < £t za svako n > п\. Neka je dato £2 > 0 . Izaberimo 

71 , 

e := £2/2 i £1 := £2/2 i oznaćhno sa 71.2 := max{n 0 ) 7 ii}, lacla važi 
( V 77, £ N) n > 7 l 2 => F n < f -I- £2, 
a to znači cla je lim snp F n < f 

П— 1 МХ) 

Slučaj / < 0 se pokazuje analogno. 

3 . 68 . Prefposiavimo da je. (p n )n^N niz pozilivnih brojeva takvih da je 

n 

lirn ’S pk = 4 -oo, г nek.a je. (a n )n*=N rnz r ^ n ^ 1 brojeva. Niz 

F . = Pl'4 + У2«2 + " • + Pn a n n e N 
Pl + Pl + t-Pn 

se zove niz uopštenih aritmetičkili sređina rnza (o n )n 6 N- Pokazati sledeće: 
liminf a n < lim inf F n < lim sup F n < limsup«,,. 

71— +CO П—+00 П— +OO П — ‘СчО 

Značij da ako niz (® n ) n( =N konvergira, tada niz njegovih uopštenih arit- 
metičkih sredina konvregira ka isfcoj granici. 

3 . 69 . Stolcova teorema. 

Neka. nizom poziiivnih brojeva (F n )nf=N 1 (On) n gN zadovoljavaju sledeće 
uslove: 

i) lim P n = +00 ?• Рп-м > Fn ; 


ii) postoji lim 


Q n ~ Qn -i 
Pn - P™-1 ’ 


Tada postoji lim ~~ г uni? lim ~~ = lira -7“ ~ 

У P n »-00 P n »-00 P n - Р п „ г 

Rešenje. Na osnovu usiova za niz P n , možemo konstruisati sledeća. dva 


Pn = Pi 4 P7 4 • • ■ 4 Vn i Qn = N a i 4 P‘2 4 * ‘ • 4 Pn a n- 

. . Q ji ^2 77,— 1 P„a n m „ . t . i. Tt Tl 1 

Tada je = = a n . lo znaci da je lim -75 17 = 

Pn-Pn-I Pn n-+coP n -P n _i 

lim a n . 

n — *■ 00 

Ako posfcoji lim a n = t , fcadaiz prethodnog zadatka sledi daniz uopštemh 

71 — + OO 

aritiuetičkih sredina ima isfcu granlcu fcj. lim -~f~- — L 

‘ П -VOO P 
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3 . 70 . Pokazati da tvrdjenje suproi.no Šlolcovoj teorerm ne mora uvek bih 
tačno. Znači, ako posloji lim ~~ = t, tada lim ne mora da 


Rešenje. Uzmimo, na prirner P n = n \ Q n — sin — , n £ N. Tađa 


posfco ji 


Qn у 

Inn “r~ = lim 

n — *00 p n-too 


7 Г 27 Г 71 7 Г 

sin — 4 sin — 4 * • 4 sin — 

0 о d_ 


— = 0. 


Granična vrednost lim ne posfcoji jer je 

n-co p n - Р п _ г 

,. . r Q n - Qn-i ,. . r . птг л/з 

li m mf — = Imr mi sin — = — — - t 

n-too /4 — P n rt-*oo 3 2 


Pn ~ Pn-1 
Q n - Qn-i 


Q n - Qn-i ,. . nn л/з 

um sup — = lim sup sin — = — . 

Tl—iOO i n l n— 1 n — *00 O Z 


3 . 71 . Odrediti sledeće rjramčne vrednost.i korišćenjern Štolcove teoreme: 

11 

. , 1+ f-r= 


r + 2 fc H + 71 * 


, ieN; 


17 - -|. зг + . . . + (2тг -|- 1)” _ 1Ч 

c) h n = гтр — , V € Qi d) *, 


т. fc eN; 


0 ?/n - 


l fc -(- 2 * + f- 77 . 77 . 


k € N. 


Rešenja. 

a) Označimo sa Q n = l fc 4 2 fc 4-4 7?/‘ i P n = т?/' 1 ' 1 , n £ N. Tada iz 
uejednakosfci 

!• Qn ™ Qn-1 _ t; П ' 

™ P n - р п „ г “ n^2o n fc + l - (n - l) fc + l 


n”So n fc +t _ n M-i + (jfc + l) 7l fc (-l) fc +* k + 1 

sledi lim = lim /„ = . ~ 

n-VCO p n— +CO K J. 
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b) J ^ i0 J e Qn — 1 + ^ 4' -^= -[-• * + ~j= i P u = ?г } n e N. tada imamo 


lim g n = lim §=■ = lim + ~ +" 1 = lim jA = 0 

П-.СО n-oo P„ n-.oo P n _ P n _j П-.СО 1 


c) lim /i n 


d) Za = in n i P n ~v}/ k , n e N, imamo 
lim = lim 

^ °o p n _ P n _ x П-.00 n l/A! („ __ 1)1/A 


ln H 


1 - 1 


n-lj ^ v 1 
— V < lim 

1 \ J / A \ n ~ *-°о Г1--1 


x ! k I 1 — II — 


n 1 /* 


= lim — J ~ - У ( 1 - -У ,к =' 0 

U-.00 П — 1 ni 1 /* 1 ) -1 + \ п) 

Iz teoreme 3.4 sledi da lim — - postoji i da ie ■ 

n-,oo p n ~ p n _ , J - 

i * /?п — 1 л kj n „ 

bm TI 5 = o => hrn = 0. 

. oo P n _ р п _ г «-«> p n 

i) Označimo sa Q n = (k+l)(l k +2 k +- ■ ■+n k )~n k+1 i P n = (*: + l)n fc , n 6 
N. Tada imamo 

lim ^ = hm ( к + 1 )П к + * + - •+" fc )-”* +1 

П -.00 P n П-.СО (k + l)n k 


= lim ^ILZ ^’ 1 - 1 = j im (* + l)w fc - (n fc+1 -(n-lp 1 ) _ l 
n-tco P„_P n _j u-oo (A: + 1 )(«*••- (n- l) fc ) 2' 

3.72. /VeA:n su data dva mza (a n ) ngN j (6 n ) n€N i пека je niz (c n ) ngN odred- 
jen sa 

_ a ib u + а 2&п—\ + • * ' + a n b-i 

c n — t n — 1,2, ... . 

n . » ) 


а) Akoje Vmi^ a n = 0 г |6 U | < B za svako n 6 N, tada važi lim c n = 0. 


ASIMPTOTSKO PONAŠA NJE 


105 


b) Ako je Jirn^ « n = « , lim b n = b, tada je lim c„ = « • b. 

n— *o° n—VOO 

Pokazati . 

Rešenja. 

Iz i™ = 0 ^Ja n \ = 0, i Štoicove teoreme, sledi lim - 'у' j a ,.| = 
lim |« n j = 0. fc=1 

71 — tOO .. 

Како je niz (M»eN agraničen, tj. |6 n j < £ za svako n g N, imamo 

j ^ ! a il + 1 ц а| + + |« n | ". . ' B Л - 

' Са ' — ~ в 1 lmi c n <■ hm — > « fc = 0 . 

п n ~* oo ’ «— too fl Z- ' 5 * 

Znači, lim c n = 0. 

n-too 

b) Neka je Jirn^ a n = « i , г - п = a n - a га svako n € N. Tada je 
lirri x n = 0 i 

n— »oo ‘ , : o- 

„ _ ( rc 5 + a )bn + h (® a + a)bi 

o n — — — — * — 


_ Ж|1>« + • ■ • + 6 n + ■ • • + bi 

+ « ___ = Jn + (Jn . 

Iz a) sledi lirn /„ = lirn — — — _ 0 . j j • | im 

u-too « — .OO n 1 ‘ 14 |е ,,m 'Јп 

6 , . I »*• n — »oo 

n H + 6i 

nm a 1 = a . 

U — t OO 


Prema tome je lim c n = a - 6. 


3.7 Asimptotsko ponašanje 

Defimcija 3.10. /V« (/«) n6N se asimptotski ponaša kao niz (< 7 n ) neN 
t«da n lczi ka oo ato je ij n ф 0 za svako n 6. N j važi lim — = l. / 0 
pišemo f n ~ fln iac/a n -+ oo. 

Defimcija 3.11. Neka je (<7 n ) neN niz sa pozitivmm članovima, Tada da je 

* aK (/n)neN veliko o пгг« (<7n) n gN kada n — . oo ato postoji n 0 € N 
г konstanta Л > 0 Lakva da jc 

l/u| < L • 5n, га 5гЈаА:о n > n 0j 
c^o pišcmo f n = 0(/? n ) kada паоо; 
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© niz ( fn ) n pj\j ” malo o” niza (f/ n ) ne N kada n — ^ co aA:o je 

lim — = 0, 

n-'-OO 

šćo jnšemo /„ = o(g n ) kada n co. 

Posebno ако nizovi (/ n )„ e N 1 (i7n)neN divergiraju ka -hco i zađovoljavaju 
uslov 

/„ — o(g n ) kada n -4 oo <=> lim — = 0, 

n-co g n 

kažemo da uiz (# n )„eN divergira. brže ka beskonačnosti nego ntz (/ n )„ e N 1 
pišemo 

fn A ( jn , kada n — ► oo. 

3.7.1 Zaclaci 

З.ТЗ. Neka su dati sledeći nizovi (/ n )„^N 1 (tfn) n gN ,9a 

а) / п = п л L Зп 2 Ч- 2 ?: = 7?/ 1 ; b) /„ = л /n! i = — ; 

с) fn = ln n! г = 7i ln n . 

Pokazati da se (/ n )„gN osimptoiski ponaša kao (c7 n )„ 6 Ni n oznaci /„ ~ 
A:ac/a n -4 oo, 

Rešenja. Po definiciji 3.10 možemo pisati 

/п ^ kada ??. -4 oo <=> lim — = 1. 

n-*co g n 

ч n 4 -I- 37? 2 + 2 

a) Imi = 1. 

n — ► co 77/* 

b) Pomoćn Stirlingove formule 

7,.! = 77.” e~ 7 ' л/2ггп • e fl/(n,,) ! 0 < (? < 1, 

odnosno iz 

n\ ~ n l еГ п л/2тп\ kađa 7i — »■ oo.. (3.21) 


dobijamo 


(/ЈП . '<јп"е-"\/2Ћ 


.0/(1 2n) 


Imi — п— = нш 


= 1. 


.7.7. ASLMPTOTSKO ГОК AŠAN.JE 
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c) Pomoću StiiTmgove formtile dobijamo 
In n! 


1 1 rn 


= м ru 


n In n — n -f- i 1 п(27Гп) — 

^ 1 2 Tt 

n \n n 


u-*oo 77, ln 77. П—-СО 

3.T4. Poknzaii sledeće asimpf.ot.ske relacije: 

a) n“ ч 7 ?/ J га 0 < a. < /?; b) p Tl ч q n za 0 < p < r/; 

d) g n -< n! zahaq > 1 ; 

f) 77.! Ч п т \ 


c) n a -Ч 7 ?г га а > 0, q > 1 
е) in п ~< п а za а. > 0 ; 
Rešenja. 


е) Postoji q 6 N, fcakvo da je а > l/q. Tada je < -^4*^ Iz relacija 

71 а П 1 /^ 


l\ n 


g(n -f 1 )^ 1 


)/<r 


< ^ In 1 + 


In(n + 1) - 1 n n _ П V + П, 

(71 -f l) , / < ? ~~ 77 . 1 Z'? 7?.((П -f l) ! / f ? — 77 , 1 / *7 ) 

sledi 

.. llH7l -f 1) — ln 71 

bm 7 — тт гт“ = 0 . 

n-^co ( тг -f l)l/<? — 77,1/9 

Poslednja nejednakosfc se dobija iz sledećeg idenfcifcefca 

i = (<Уп + 1 - ( У(»1 + 1)1-1 + y( n + i)?-2 n + ^v-j) , 

šfco da.je 


■Уп + 1 - > 


i 


+ i ) 7-1 


Iz Stolcove teorerne sledi 

1 . Inn . .. Inn 

lirn 7 - 7 ” = 0 , a to poviac! Jim = 0. 

Lhi n-+oo 7l « 


n — >00 Jl 


Primedba. Na osnovu ovog zadafcka možemo formirati (parcijalnu) skalu 
rasta za nizove koji divergiraju ka beskonačnosti 

In n -< n n -< n h -< q n -<. n\ -< n n , 0 < a < b, q > 1. 

3.75. Ako je dal niz (/„) ne N da je /„ > 1 г lim f n = -foo, lada 
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Rešenje. Ivako je [/„] < /„ < [/„] + 1 i q l" > дкЦ t0 je 

fn [Јп\ + 1 _ Ttjfc + 1 
ql n qU n ] q 1l k 

Niz dat sa ~~~ je podniz niza Iz lim 1 = 0 sledi lim — t 1 

Q k q n П-н. OO qn 71—+00 qKk 

qfn 

tj- ~7“ = 0* Na osnovu ovog zadatka možemo formirati siedeću 

Jn 

skaiu rasta nizova koji divergiraju ka beskonačnosti: 

n a -ч q na -ч <? 9 s a > 0, q > 1. 

3.76. Ако je q > 1 г a n >- b n , n £ N, pokazali da je q a " у q kn , 

Rešenje. Na osnovu jednakosti 

lim - iim q a "~ bn - li m о а " (1-6,, / а, ‘) = +oo 

П МХ5 Д°П n— »CX> 71 — *оо 


i lim — = 0, lim a n = -j-oo, dobijamo lim - — = 0. Prema 

n ~ too 71 — >-oo n — too g а„ 

tome možerno formirati i sledeću slcalu rasta nizova koji konvergiraju ka 
beskonačnosti. 

q^ -< q n -< q n2 Ч ..., </>1. 

3.77. /i&o je dai niz (/ n ) ne N tnA’o da je f n > 1 i iim f n = -foo, jooAiazafi 
da je Га Ja In / п Ч / п . 

Rešenje. ^ < K! /-.] + D , ЈјјК+Ј) „„ je ^ 

jn l/nj njb п к 


in(n -f i) 


Dalje je 


1u(ti+ 1) . In f n 

hrn — ' = 0, tj. lim — — = 0. 

n— +oo 7 / н— *oo / л 


3.78, Ako rnzovi (/„)„ 6 n г (/„)„ 6 n zadouoljavaju /„ > 0. f; n > 0, 
pokazaii da je: 

a) 0(1) + 0(1) = 0(1); b) o(l) + o(l) = , 0 (1); 


c) o(l) = 0(1); 


d) 0(/ n )+0( 5 „)=0(/„+ Sn ); 


e ) °(/») + o(g n ) = o(/„ + </„), 

</de /„ = 0(1) znači da je niz (/„)„ gN ograničen , а /„ = o(l) znači da niz 
(/n)„ 6 N te« "«K- A'ee » oWđno, pišemo (/„ + <7„)„ eN = (/n)„ 6 N + (</n)„ e N- 


•7.7. ASIMPTOTSKO PONAŠANJE 


Primedba. Itelacije a) - e) se čitaju sa leva na desno. 

P<ešenja. 

a) Zbir dva ograničena niza je ograničen niz. 

b) /bir dva niza koji konverguaju ka nuli je niz koji konvergira ka nuli. 
e) Konvergentan niz je ograničen. 

d) Iz definidje 3.11 imarno 

fn = 0{g 7l ) <=+ ((3 M > 0) (Зпо (Е ХЧ) (n > До) \fn\ A/<7n)* 
Relacije Ф п = 0(f n ) t U n = 0(g n ) znače |Ф П | <Kf ni \U n \ < 
M g n . za neko Л' > 0, M > 0 i n > n 0) za nelco n 0 e N. Tako je za 
n > n 0 

ГФп + U n | < Ji'/n + Mg n < L(f n + c/ n ), 
gde je L = rna x{K t M}. To znači da je Ф п + U n = 0(f n + g n ). 

e) Izrazi a n = o(f n ), b n = o(g n ) označavaju lim — = 0 i lirn — ■= 0. 

П-.СХ) } n n >со g n ■“ 

Tadaje |-r— — — j < | — I i — — — 1< 

Јп + дп * /i fn + 0n 0n 

Odatle je lim +/+ = lim (~~- + = 0,- 

/„ + 9 n «- ,0 ° V/„ + 9 n fn + 9 nJ 
što znači da je o(/„) + o{g n ) = o(/„ + </„). 

3.79. Ako nizovi (/„)„ 6 n * (.9n)„g N zadovoljavaju uslove /„ > 0 г </,, > 0, 
?i. G N, pokazali da je: 

a ) 0(/ n ) + o(<7n) = 0(f n + g n )\ b) 0(f n ) 0(g n ) = 0(f n g n )\ 

c ) 0(f n ) • o(</ n ) = o(f n • д п )\ d) o(f n ) • о(ј/ п ) = o(/ n * / 7 П ). 

3.80. je f n ~ д П} n — > oo } iada važi f n — <y n = o(</ n ). Pokazati. 

Rešenje. Jtirri^ — = 1, znači da za svako £ > 0, postoji n 0 = 7i 0 (£) takvo 
da važi 


— — !<£, za svako n > n 0 . 

9n 


Prema tome je 


_. £ < lh -JjL < £ što znači iirn — — = 0, pa je f n - g n = o(g n ). 

fjn g n 
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Glava 4 


Granična vrednost funkcije 


4.1 Granica 

Definicija 4.1. Neka je x Q tačka nagomilava,nja domena A C R funkcije 
f : Л — »■ R. Б 7777 L je granična vređnost funkcije / kacla х teži rr 0 
ra svako £ > 0, postoji б > 0, — 6 (£), Jafcro da 2 a svako х £ A sa osobinom 

da za 0 < \x — ж 0 | < б važi | f(x) - L\ < e. 

Tada pišeino f(x) — »• L kada х — * .r 0 , г* € A, ili lim f(x) = L. 

, t(£A 

PrimeUmo da za defmiciju granične vrednosti funkcije u tački x 0 nije 
potrebno pretpostaviti definisanost funkcije u toj tački. Cak i ako x Q £ A , 
vrednost funkcije / u tački x Q nije bitna. sa gledišta definicije 4.1. 

Pomoću logičlcih siinbola, definicija 4.1 se može izraziti i na sleđeći način 
lim /(.т) = L 

х—*то , x£ Л 

(Vč > 0 ) (3č > 0) (V.t € Л) 0 <) х — .т 0 |< б => | f(x) - L\ < e. 
Definicija. 4.1 je ekvivalentna sa sledećom definicijom. 

Definicija 4.2. [Hajne] Nekaje т 0 lačka nagomilavanja domena A funkcije 
f : A — v R. Tada je broj L granična vrednost funkcije / kada х teži т 0 
ako za svaki niz («r n ) ne j 4 j iz A \ {.т 0 } koji konvergira ka т 0 važi 

Um f(x n ) = L. 

П -+00 

Лко u definiciji 4.1 uzmemo samo vrednosti х £ A koje su veće (resp. 
manje) od т 0 , dobijamo definiciju desne granične vrednosti (resp. leve 
granične vrednosti) funkcijc / : A — > R u tački ж 0 . Desna (resp. ieva) 
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grauičua vrcdnosl / u tački x 0 označava se sa 

lirn f(x) (resp. iim f(x)). 

Teorema 4.1. Neka.je x Q tačka nagomilavanja clomena funkcije f : A R. 
Ako г leva г desna granična vrednost funkcije u lački x 0 posioje, iada je 
potreban г dovoljan uslov za posiojanje granične vrednosti funkcije f u iački 
a'o jednakosi f > 

iim f(x) = Нш /( х) = ; L. (4 1) 

U stvarij relacija (4.1) je ekvivaientna sa Hm f(x) = L 

х-*х а ,хел 4 ' 

Ako domen A funkđje / sadrži okoiinu (intervai) oko tačke x 0 (ali ne 
ohavezno i tačku х 0 ) } odnosno u siučaju desne (resp. ieve) granične vrednosti 
intervale oblika (x 0l b) (resp. (a, x 0 )). fcada radi jednostavnosfci pišemo 

lim f(x) } iim f(x) i lim f(x) 
za graničnu vrednost, desnu i levu graničnu vrednost funkctije / u tački x 0 . 
Definicija 4.3. 

Neka domen A funkcije f : A R sadrži interval (a, -f oo) za пеко 
a € R. Broj L je granična vrednost funkcije / u +oo ako za svako 
e > 0 postoji broj T > a } T = Г(е), takav da za svako х > T važi 
| f(x) - L |< e. Tada pišemo lim f (x) = L . 

ar—r+oo ’ 

# Neka domen A funkcije f : A -+ K sadrži interval (~oo } b) za neko 
b € R. Broj L je granična vrednost funkcije / u ~oo ako za svako 
£ > 0 postoji bjoj T < b } T = T(e) } iakav da za svako х < T važi 
| f(x) - L j< £. Tada pišemo lim f(x) = L . 

X — f — oo 

II đefmiciji 4.3 х teži u prvom slučaju kap/ns beskonačnosti ргеко rastućih 
pozifcivnih brojeva, dok u drugom slučaju a; teži ka minus beskonačnosti prelto 
opadajućih negativnih brojeva. 

Definicija 4.4. Neka domen A funkcije f sadrži inierval (x 0} b) г neka za 
svako T > 0. postoji б > 0, б = б(Т) } takvo da za svako х € A i х 6 
(^'0,^*0 + б) važi f(x) > T . Tada kažemo da funkcija f teži ka plus 
beskonacnosti kada х — ► т 0 4-, i pišemo 

lim f(x) — -foo. 

x~ »хо-Г 


(4.2) 
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Anaiogno značenje imaju sledeće oznake: 

lim f(x) = — oo, iim f(x) = foo i lim /( х) = — oo. 

r~->x*o+ х-тхо- J ' 

Teorema 4.2. Neka su funkcije f i g definisane t na skupu A C R j neka je 
a.’o tačka nagomilavanja skupa A. Preipostavimo da posioje sledeće gramčne 
vrednosii: lim f(x) = L i lim g(x) = K. Tada važi 

х— tx- 0 ,x6>t : X-— fX 0 ,a;6>l 

• lim (f(x) ± g(x)) = L ± K\ 

x—*xq , хбД 

° lim (/(*)• g(x)) = LK\ . 

х~*х* 0 ,а:6л 1 


Iim m 

х*— »x 0l x*64 ( ј { х ) 


£ 

К' 


gde smo dodatno pretpostavili da postoji б > 0 takvo da je g(x) ф 0, za 
sve х u skupu (x 0 - б } x 0 T б) Г) А г K ф 0; 


© (3č > 0) (\fx € А) (0 < |а; — .т 0 | < б =$■ f(x) < д(х)) L < К , 


Zadnje jed nakosti i nejednakosti postoje i ako se tačka ж 0 zameni sa jednim 
od simbola 4-00 ili —00. 
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PrimcniTno sada (tcfiniciju 4.2, i posmar.rajmo niz (:r n ) n gN sa osobinom 
da je za svako n £ N : 2 < ж п < 4, x n ф 3 i lim x n = 3. 4’ada iinamo 


ж? - 9 


lim /(:?: n ) = lim ‘ = Гпп — 

П — *• CO n — *■ CO 7** — {7» n — » CO 7 ‘ 

n * Дј ’ 


•. lim (:к„ -I- 3) 

K » ° n— 00 


4.2. Pokazati da funkcija /(т) = sin— , :j; G Л\ (0), nema gramčnu 

х 

vrednost u tački x 0 = {)(mdetisL 2.3). 

Rešenje. Posmatraćerno dva niza data sa a: n = — i i/ n = — — , т?. ™ 

П7Г ‘ (477. -f* 1 )7Г 

1,2,..., koja ieže ka istoj granici 0, tj. lim :c n = Гип i/ n = 0. Medjutirn, 

rt-—»co н --*■ co 

važe jednakosti: 

|t г\п ~Г 1 

iim f(x n ) = sin 7ri?. = 0, lim /(?/ n ) = sin п — = L 

Tt » 00 n — 1ГХЈ 2 

Prema clefiniciji tada 4.2 ne nostoji lim sin — . 

‘ јг-Н) х 

Prirnedba. Za funkciju / iz zadatka 4.2 пе posfoje ni desna ni leva granična 
vrednost u 0. 

4.3. Ispilah da posioji lim /( :п) za sledeče funkcije: 

з: — *0 


a) f(x) = cossgn ( -) 
\ * / 


b) /(ж) = sgn. cos 


Rezultafci. a) Da. b) Ne. 

4.4. Neka junkcije f i g nemaju granične vrednosii u iački х = х 0 . Da li 
to povlači da siedeče granične vrednosti takodje ne postoje. 


lim (7(.т) + g(x)) i Jim (/( х) g(x)) ? 

!Г— » 7 :o 7 .‘— +ГО 


Rezultat 


tat. Ne. Na pritner, lim — i !im (— — ^ ne postoje, ali je 

х— »0 X х— +0 \ X / 


lim (-+(-- 
7 :— +0 \x \ X 


= lim 0 = 0 . 

х — » O 


4.5. Pokazali da Dirihieova funkcija. (zadaiak 2.16) 

Г 0, *GI:=R\Q; 

D(x) = < 

\ 1, * e Q 

пета. graničnu vrednosl ni v. jednoj lački svogn domena. Ij. skupa rcainih 
hrojeva. 


4.L GRANTCA 


Rešenje. Koristićemo Hajneovu definiciju 4.2. Neka su data dva niza: 
ni 7, racionalnih !>rojeva (.r«) rt€ N ’ пг/ ' »racionalnih brojeva (y n ) n6 N, koji oba 
konvegiraju ka a. Tada je za svako n 6 N : D(x n ) = 1 i 0(у п ) = 0. 

Na osnovu ioga, je lirn D( x n ) = 1 ф Ynn^D(y n ) = 0, što znači da 

granična vrednost fnnkcije D u tački a ne postoji. 

4.6. Označimo sa / skup svih iracionalnih hrojeva iz intervala ( — 1,1) г 
definišimo funkciju f пп skupu / sa. 

f(x) = 1, za х € /1. 

Pokazah da je lim f(x) = 1, za. svako a. £ [ — 1,1]. 


( х 2 , t€I = R\Q; 

4.7. Neka je dala fnnkcijn f(x) = < . ‘ Pokazati dn 

{ 1, * € Q. 

funkcijn f ima gramčnu vrednosl samo u tačkama х = 1 * т = —1. ali da ni 
u jednoj drugoj tački nema graničnu vrednosi. 


4.8. J^okazati da. je Lim пг = 4-co. 

,r-vl ( ж - 1)2 


Rešenje. Neka je dato T > 0. Tada iz relacija (т ™ l) 2 

- — > T, sledi da možerno odrediti б = — == takvo da је 

(т - I у vT 

0 < \x - 1| < — =■= 7 • 


od nosno 


Jz definicije 4.4 sledi da je lim 7 = +00. 

ae—l (ж - l) 2 

4.9. Odrediti sledeče granične vrednosU: 

т л — 5т 2 T Г).т • 
а) Ihu — ; 

r— *Л х л — 9 

т п - Зт 5 + 4т 2 - 12т Т 10 

С - I-i т 7 - 8т 5 -Г 4 :r 3 + + ж ТТ ’ 

/ т 5 — т Т 1 1 \ 

^ lilli \ х 7 — т Г) Т х 3 — т 2 — х Т 1 т 2 — I у 


1Ч 1; ^; 7 Т з ; 6 Т Зт и 

О Ј llllL л и | | 
r— »о т” Т хА Т хА 


е) Пт 

j __ . 't 


.г г ’ - г 5 - 5.т -1 - З.т :! + х - 3 
r* - З.т 7 - T fi + Зж 5 + т' 2 - т - G 
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Rešenja. 

. х 3 - 5x 2 + 6x х ( х - 2)(x - 3) 1 

i—3 х — 9 х-,з (х — 3)(x + 3) 2 

1 \ ... X 7 + X 6 + Зх* 1 x‘‘(x 3 + X 2 + 3) „ 

1 — ‘о x G + X 5 + х' 1 i 1 X 4 (x 2 + X + 1) ~ 3 ' 

. V . 

c ) Ak° je х = zo'nuia poiinoma P n (x ), tada važi 

P n (x) = (х - a; 0 )Q n -i(®)» . 

gde se koeficijenti poiinoma Q n _!(.T) mogu odrediti po Hornerovoj 
šemi Ona ornogućava veoma jednostavnu proveru dali je je racionaian 
broj x 0 nula polinoma P n (: х). Naime, deljenje polinoma P n (x) sa poii- 
norrmrn х — a; 0 (stepena 1) daje 

P n (x) = (х - x 0 )Q n ^(x) .+ r, , (4.3) 

gde je Q n _ к (х) poiinom stepena (n — 1) 

{Qn~ i( x ) ~ b n - i x * 1 4~ l> n -iz n 2 -f * * * 4" х + 6 0 ), 
čiji se koeficijenti 6 п _ 1г ...,6 0 mogu odrediti na sledeći način 

6 n ~i = a n , 6 n _ ^ = ^ 0 6 n _i -f n n _ i, b 0 = Х’ 0 б! + fli, (4.4) 


6a.- — £ 0^+1 + (ik+i } A; = 0, 1, . . . , n — 1, 


tako da je ostatak т dat sa 

r = x 0 b 0 + a 0 . 

Ako je r = 0, tada broj x 0 jeste nula poiinoma polinoma P n (x). Ako 
je medjutim r ^ 0, tada broj x 0 nije nuia polinoma P n (x). 

Piornerova šerna se najčešće predstavija na sledeći način. Najpre u 
prvu vrstu napišemo sve koeftcijente datog polinoma funkctije P n (x ), 
uidjučuj ući i one koji su jednaki nuli. Pomoćn gore navedenih formula 
za hjt, k = 0, 1 , n — 1, i za r. formiramo šemu: 

tl n a n — 1 «u -2 a k -•■ «0 j х = X'o 

^n— 1 ^u — 2 ••• ^k ••• i>0 jf. 

Zniiči u slučajii ovog zadalka imamo 

1-3 0 0 4 -12 10| - х = 1 

1 -2 -2 -2 2 — 10 Ј 0 . 

1 0 -8 0 4 i 1 1| х = 1 

11-7-7 -3 -2 -1| 0. 
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Sada, možemo pisati 

j. х 6 - Зх 5 + 4x 2 - 12x + 10 
X— l X 7 - 8x s + 4x 3 + X 2 + x'+ 1 


_ lim (Х - l)(x a - 2x‘‘ - 2a; 3 - 2x 2 + 2x - 10) _ 13 

*-*i (х - i)(x 6 + x s - 7x‘‘ - 7x 3 - Зх 2 - 2x - 1) ~ 18' 


d) Iz 


1 0 —1 0 1 — 1 — 1 i| х = 1 

110 0 1 0 -lj 0. 

sleđi da se polinom P 7 (x) = х 7 - х 5 + х 3 - х 2 - х +1 može zapisati 
•. као rv(®) = (х : - 1)(х 6 + X 5 + X 2 - 1), tako da. imamp+, j, 

f , — i_) 

\X 7 — X' 5 + X 3 — х' 2 — X + 1 х 2 — 1 J 

_ lim (x s - X + l)(x ++) - X 6 т- X 5 - X 2 + 1 

(х - l)(x 6 - x s + х 2 - l)(x + 1) 

_ jj — 2x 2 + 2 2 _ 

^•™ .(x - l)(x 6 + x s + x 2 - l)(x+ 1) ~ ~2 “ ~ 1 .' 

e) lim - -.* в - f* - 6a +- За ' 3 ± ж - 3 - lim P ~ 3)(« 5 + 2з; '‘ + * 3 + 1) 

х 8 - Зх 7 - х 6 + Зх 5 + х 2 - х - 6 х— з (х - 3)(x 7 - х 5 + х + 2) 


4.10. Лко važe jednakosii: 


da li tada тпога bili 


lim Дх) = L i lim g(y) = K. 


lim g(f(x)) = K ? 


Rezultat. Ne, u opštem slučaju. Na primer, neka je funkcija / : (0, 1) — у R 
data sa 

_ f ako je х = p/q t p t q uzajamno prosti prirodni brojevi; 

1 п, akoje х iracionalan broj, 

a funkđja g : R -+ R neka je data sa 

a ^° ) e x ^ 0; 

* ‘ ' \ 0, ako je х = 0. 
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Tada je lim /(.т) = 0 i lirn g(y) = 1, dolc je lim g(f (т)) = 0^1. 

т — * 0 i /— »0 т , — »0 ' 

Priniedba. Prirodno je pitati se kako da usiovi u (4.5) ne povlaće (4.6). 
Ustvari, iz druge granične vrednosti u (4.5) sledi da za. svako £ > 0 postoji 
7; > () tako da vazi 

0 < |y - L\ < r; => I g(y) - Л"| < e. 

Dalje, na osnovu prve granične vrednosti u (4.5), za dato 77 postoji <S > 0 
tako da je 

0 < |.т — a| < б => |/(:e) — L\ < т). 

Primetimo da na desnoj strani zadnje iinplikacije nismo isključiii niogućnost 
f(x) = L. Medjutim, u tački у = L funkcija g(y ) uopšte ne mora biti 

definisana, a ako i jeste, tada ne mora biti g(L) jednako sa lim g(L) = K. 

y->L' 

Dakle, iz nslova 0 < \x — n\ < б 2 ne sledi |g(t/) - Л’ | < e . 

Ovo razmatranje pokaznje da ako želimo imati posto janje granične vred- 
nosti u (4.6), tada morarno uslovjma datim u (4.5) dodati još neki. Osta- 
vljamo čitaocu da pokaže đa je jedan takav dovoljan uslov: 

f(x) ф L za х Ф a, dok je х u nekoj okolini tačke a . 

4.11. Neka je n prirodan i a, realan fooj, г preipostavimo za funkcije / n j : 
(a, a -f l] — > ((), -boo), j = 1, 2, . . . , n, i gj : (a, a -|- 1] — ► R, j £ N, vaze sledeci 
uslovi: 

Tl 

1) 53 = i, za sve х £ {a,a+ 1]; 

3 - I 

2) lirn f nt j(x) = 0, 2:a sue j г ,9ue т 6 (a,a + 1]; 

3) Jim q n (x) = L za sve х £ (a.a-f 1]. 

71 — ► OO 4 J 

Pokazat.i da tada niz 

S n ( x ) = 53 fnj( x )gj( x ), n = 1,2, ... , 
i=i 

konvergira ka L za svako х £ (a, a -f 1]. 

Rešenje. Neka je £ > 0 dato. Naosnovu 3) sledi da postoji broj J = ./(е.х) 
sa osobinom 

J > =► kj(®) ” < c/2. 

Odavde sledi postojanje broja K > 0 takvog da važi 

(Vj £ N) |j7j(t)| < Л i |/7 ј(ж) - L| < 2Л, 
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Dalje, uslov 2) povlači postojanje broja N = N(e,x) > J, sa osobinom 
(Vj € (1,2,.. ,,n}) (Vn € Л0 |/ ПЈ -(*)| < 

Sada, koristeći nenegativnost funkcija f n j i uslov 1), dobijamo za. n > 7V 

I5 n (.r) - ц < зз fn,j( x ) 9j( x ) - £ 53 f n j( x ) 


< 53/«.7( 1 )М :с ) - £ 1 = ( 53+ 53 I /".i( x )M- T ) - n 

r=i \j=i j=.;+i/ 


< 77F J ■ 2Л ’ + O 53 /n,i( T ) < 


2 2 


Ovo znači da je lim 5 п (.т) = L, za sve х £ (a,a -f 1], 

n — НХ5 

4.12. Pokazali da ako je funkcija f : (a, -f oo) — ► R ograničena u svakom 
konačnom intervalu (a,6), iada važe sledeće jednakosti: 

a) lim = lirn (f(x -f 1) — f(x )), ako granična vrednost na desnoj 

ж— ►'f-oo д. j:— ♦ -l-oo 

slrani postoji; 

b) lim ( f(x)) l Š x = lim — ■ f > ako važi uslov f(x) > c > 0, i ako 

X— *-|-оо" т — ►4-co f(x) 

granična vrednosi na desnoj slrani posioji. 


Rešenja. 

a) Tvrdjenje sledi iz zadatka 4.11, ako se stavj x {) > a, 

/п,|(т) = ■ — ~2 , fn.j(x)= — 7 — , j = 2,3,..., n, odnosno 
т t n X -t- n 

9\( x ) = P ', ffj( x ) = f( x + з) - f( x + 3 - 1). ј = 2,3,..., 

za х £ (t 0> Tq -f- 1]. Ustvari, tada je 

s n ( x ) = 53 fn,j( x )ffj( x ) = ~т~’ 

х -f n 

i pošto su uslovi pomenutog zadatka zadovoljeni (proveriti!), to je 
lim S n (x) = lim ff n ( x ) = lim (f(x + n) - f(x + n - 1)). 
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Sada, po uslovu zadatka, granična vrednost na desnoj strani postoji, 
ue zavisi od т-а i jednaka je lim (/(.т + i) - /( т)). 

b) Staviti F(x) ~ \n (f(x)). 

4.13. Pokazaii da ako je funkcija f : (a,4- oo) — + R ograničena odozdo na 
svakom konačnom vniervalu (a } 6) i zadovoljava uslov 

Пш (f(x + 1) — f( x )) — +oo. (4.7) 

х — ►•f-oo 4 


tada vazi 


lim Љ> = +оо. 

х — *■ -f-oa x 


Rešenje. Iz uslova (4.7) sledi da za svako M > 0 postoji broj T > 0 sa 
osobinom 

*> T =►/(* + 1 ) -/(*)> 2АГ 

Ovo povlači /( х + n) - f(x) > 2 nM, n € N, tj. 

f(x + n) f(x) + 2 nM 

> . ( 4 . 8 ) 

Na osnovu pretpostavke, za svaki interval ohlika (T,T + 1) postoji broj c > 0 
sa osobiuom f(x) > c, pa iz nejednakosti (4.8) sledi postojanje broja n 0 sa 
osohinom 

(n > no) Л (х 6 (T,T + 1)) => ± n ) > м. • 


4.14. Odrediti sledeće gramčne vrednosii : 


, т 101 - 101т + 100 

a) lim r ; 

х 2 — 2 x + 1 


i \ 1 ~~ x m 1 - x n 


m, n 6 N; 


д;П1 + 1 _ Х П + 1 + Х П _ mx m __ l 

c) hm — , m, n € N; 

(1 + mx) n - (1 + nx) m 

d) lim 5-i i—, m, n € N. 


101т + 100 _ (т - 1) 2 (т 09 + 2т 08 + ■ ■ . + 99т + 100) 


lim 5 — = lim 

* i х — Q,x 1 х' — ► i 

= 5050. 


(* - l) 2 
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b) Neka je m > n > 3. Ako uvedemo smenu i = х ~ 1 (t — * 0 kada .х — »■ 1), 
tada dobijamo 

m __ m n 

1 - х" 1 Г- x n " 1 - (1 + t) m “ Г- (1 + /)п 


m n 



1 -b rnć m “ 2 + • ■ • + m)(i n ~ l + nt n ~ 2 + * . ■ + 7i ) 




I 
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4,15. Odreditr sledeče granične vrednosti: 


x m - l 

a ) jj m — — ? ?? п £ N: 

ГГ— Ч Х П — l 


, ч p (*” “ i)(* n ~ l ~ i) ■ - п 

b) lim — ~~ — r 4 7п , n £ N, m < ??.. 

7 r-i (ж - 1)(ж 2 - 1) ■ (х™ - 1) 1 


Rezultati. a) 


г(п — 1) ■ • • (n — m — 1) 

1 - 2 ' • ~ 7П ' 


4.16. Pokazati da je lim ^/!r = {/a, a > 0, i lim {/ж =0, n G N. 

x—*a .- r — *- 0 - f - 

Rešerije. Neka je a > 0. Tađa, za proizvoljno e > 0, iz relacije 


|^- = -= „ JI — ‘ ^=<^ Д < Е , 

V x n ~ [ + V х п 2 a + - • • + лЛГ [ \f CJ 71 - 1 

sledi da možemo ođređiti 5 takvo da važi 

| !Г — о-1 < б e \f a n ~ l => | ~ tya.\ < e. 

Ako je a = 0, tada, za х > 0 i proizvoljno e > 0, sledi da postoji б := e n 
takvo da je 

0 < X < б => \^\ < € x 

što znaći da ie lim л/х = 0. 

‘ . T - m - i - 

Primedba. Takodje važi i lim \fx — +oo, jer za sva.ko T > 0 je ^fx > T, 

rr— *-f-co 

čirn je х > Т т \ 

4. 17. Odrediti 


у/х -|- 2 - уЛГ+20 

a) lim 1/ ; 

•r- 7 Ј/х + 9 ~ 2 


b) lim — n(EZ\{0}; 
T—m х 


. у 1 - f - а.т ' л/1 + — 1 fn1 . 

c) lim , m,n G Z \ (0}, a, h £ R; 

т — *0 Г 7 ; 

d) iim — — - — , с;с/е je Г(.т) = a\x + • • • + а 1 Х х п m £ Z \ { 0 ); 

. т ~»-0 X 


.) ii.n g -^ x ;- w -(»- i Sž , n6N . 

х-1 (1-ж)"- 1 
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v^TT 2-3 3 - + 20 


ч r v /;7: + 2 — у.г* + ‘20 г — 7 

а) Inri , . — = lim 

x ~* ~ 


у/х + 2 -- 3 3 - S/.T -! 

lrm {- Iim 

х — 7 т-»7 г — 7 

.. хАТ+Т - 2 

lim 

Т .— у 7 X — 1 


i __ _l 

6 " 27 


1 27 


b) Ako uvedemo i = {/l + т — L, tada je lim {/ 1 + х = 1, što znači da / 0 

т— * 0 

kada х — 0. Prema torne, imaino 

^TTT-i t ,. i 1 

lim ! = lim — = lim 7— r = — . 

*-o х f-o(l + t)"-l. <-0 /тг\ 9 n 


П< + 2 ‘ + - + * 


c) Neka je a, b f 0; tada iz b), sledi 


{/.[ + ах v 7 l + bx — 1 
l,m = Iim ■ 

rr— »0 х т— »0 


гх - 1) + 


y/l + ах ~ 1 v 7 i + bx ~ 1 a b 

= Iim л/1 + 6г • a ■ lun h b * hm ; = — I . 

т— t-o х — »o ах х— m bx n rn 

d) Neka je m. £ N, (slučaj — m € N radi se analogno). Tada imamo 

|im уттти -: .,, УГТТР1 - 1 .£М 

х — *0 X х— »0 /' ( Ж ) Ж 

= lim VH/HVl , im f 0 , + а 2Ж + ■ ■ + a n x n ~* ) 

x-f0 T{x) т-»0 \ / 


= ат • lim ■ 

х — +0 


\ m— I » m y 


(1 + P ( s)) m - 2 + ••• + 1 


e) Smenom 1 = 1 — х, gde t — + 0 kada х — » 1, dobijamo 

jj (1 ~ уТ)(1 - ^ х ) ••(! ~ Jfe ) 

r-l (1 - х ) п -* 


1 - 1 - ЈУТ- t\ 11 1 


f 


f 
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Za х > max{A y ' 1) X 2 ) , dobijamo 


.. . o-n-i _i _ n 

1 х + • • * Н ж 7 

+n Li 

1 + ^х- 1 + • • . + p-x- m 
5 јп 


1 - 

a n~~ \ — 1 

* + • 

‘ + 

a 0 

x 


a n 


a n 

1 + 

V х ~' + ' ■ 

Orn 

* + 

b 0 

h~ x 

Om 


i 

1 2 • г '" _т 


Zbog lim x m 71 =r -foo, imarno 

х — ► -}- OO 

a n x n + a n _ix n_1 4- • — |- e 0 f a n \ 

I -.+00 b rn x m -(- b m ± ii™- 1 -(-••- + b 0 V Б b m J 

Ako je m = n, tada iz reiacije (4.9) sledi 

.. a n x n + a n _ii n_1 + • ■ • + <io a n 


I —+00 b m x m + 6 Tn _ja.- ,n “ 1 + (- 6 0 b„ 

Na kraju, ako je n < m, tada iz lim i m-n = 0 i relacije (4.9) imamo 

х— +-foo 

(l n X “f* Clfi — -f- * • * -f- CIq 


4 +°° b n x n + 6 n _ 1 a n .~ 1 + • • • + 6 U 


l + an-1 ~-i _ц . . . i ^°a:~ n 

im x n ~ m ■ lim — — — -+ = , 0 , 1 = 0. 

H-oo +oo j + 1 + . . . + i« a -m b m 


4.20. Odrediti sledeće granične vrednosii. 

2x 4 + х 2 + 2x - b 3 ч 


a) lim ■- -■■ ■ ‘ ; 

®— ' + oo Зх 4 + X 2 + X + 3 1 


+ Зх 2 + 2x + 5 


^ \ . . ^ I UiU \ 4UU/ \ u 

b) hm — 2 Ћ — — ; 

х -i-Hoo х 4 + х 2 + х + 3 


c) iim 

х — * -f- oo 


\j х + \/x + tfz 


d) lim ( \/x 3 + Зх 2 — л/х 2 — 2x ) ; 

х— t-foo V / 


e) iim х iVx' 2 + 2x — 2\/% 2 + х + х) ; 

f) iim ( \Дх + a^a; + a 2 ) • • - (а; + a n ) - х) . 

х — t' 4 -оо ^ / 


Rešenja. 
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2x 1 + т 2 + 2.x + .1 

hm 

,т ► •}• oo Л;/:' 1 -f т 2 4- т -f 3 


т 5 + 3 х 2 -!- 2x + 5 


1 1 fii 7 

,-, + CO т „ f 


1 ( 2+ х 2 + * 3 + хО ‘2 

,( 3 +4+4+4) = 5- 

V л ; 2 x “ 3 х 1 / 


b ) hrn — ~ -f-co. 

т-Ч*оо 4х Л -|- х 2 -f X -}- 3 


c) iim 

т— *-f oo 


\7 1 + 


4 + / 7 ^ " + °V 

3 

. 3 / 1 з/ 

V v +У Т 

1 

1 + v i* v 


d) l* 1 * 1 (vT 3 1- Зх 2 — \Л: ; * — 2r?:) — lim ( -f 3 х 2 — ж) 

т— ч-оо \ / т—Ч-оо \ / 

4- Inn (х -- \/x' 2 — 2-т) — lim — — 

x “ h+co V 1 *“*+~ + Зж' ; ) 2 -h г*л/т> -|- Зж 2 + х 2 


+ iim —======: = 2. 

r-H-co ж д/д.2 _ 2x 


0 iim х (\/x 2 + 2x — 2Vx 2 -f х -f т) 

т >--f co \ / 


2x f \/x 1 -f 2x — т — l) 
lim х , — ■■ ' 

С-Ч-ОО v т 2 .{_ 2т -f- т -f 2 л/т 2 -f X 


= lim = _i 

:г “ +<х> ( \/.r 2 + 2.r + х + 2Vx 2 + х) (х/х 2 + 2x + X + 1.) 4 

f) Za. ж = gde / 0-f kada ж — > -foo, imamo 

/(х + a,)(x + a 2 ) ■ • (х + a n ) - х = — + 

gde je Р{1.) = (a, + a 2 -| |- a n )/. + (a, a 2 + «, a 3 

+ ' * * + «n-i« n )^ + • ' + «i«2 ' ■ * n n f' Tl . 17, zadatka 4.17 d) sledi 

х Л + со v K® + а з) ' " (т + a n ) ~ т) 

__ ]| ш у^ГТ- P{t) ~ 1 __ «1 + rt 2 + ' : ■ + Д п 

t-m-f- / ~ n 

4.21. Odrediti sledeće granične vrednosti fvnkcije. 


a) li,„ <?4 г)(3 - Г ") ; h) li,„ + 

r— +4-00 (2x -f l) 2 *-+co (Зт в -f 8:?: 2 -f l) 3 ? 
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c) П„, d) iim (* + ?±%;1 

7.-— 4-co l i -j- X* 5 / з;-- - f-oo l 2x ~f 1 1 — 2т 2 


t) lim ( \/х^ 4^2x 2 — 1 - \/ т' 1 — 2.т 2 — i) ; 

Т l-CO \ / 


f) lim х 2 -j- у.т 2 -f у х 7 -f у/х 7 — хј 


g) lirn х 7 ( \јх л -f х 2 лЈ з+ ~|1 — VzT* 


Rezuitati. a) - 5/4. b) 27. c) 2. cl) - 9/4. e) 2. 

0 1/2. g)(\/2)/8. 

4.22. Prcipostavimo da važe siedeće nejednakosti 

<Ј\ (r) < /(.r) < < 72 (r) 

tw mlervalu (a,/3), sem. možda u ta.čki x 0 G («,/?). Лко postoji broj L tak.av 
da je 

lim g\(x) = lirn д^^х) = L, 

Т — Т 0 ‘ T — *-Tq 

dokazati da je i.ada. lim f{x) = L . 

T--*-Tq 


4.23. Pokazali da je 
a) lim vsin .т = sin tq; 


b) iim cost = costo; 

r~+r 0 


ч f . # 2n — 1 1Ч sin х 

c) iirn fcgT = fcgTo, X 0 Ф — - — 7Г, n e Z; d) iim = 1. 

т.—*т. o ' l т— »0 X 

Rešenje. 


a) Iz 0 < i siri х — sin tq] = 2sin — cos — 

' ~~ 1 1 2 2 

< 2 sin < | т — т 0 | , sledi da za svako e > 0 

postoji б = e tako da je 

| sin х — sin т 0 | < |т — т 0 | < б = e. 

b) Iz 0 < | cost-cos т 0 | = 2 sin - — - — ■ sin ^ < | т ~ a | , sledi lim cos т = 
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lim siu х 

\ t* l х — **x 0 Sin Xq t 

c) Hm tg х = — = = tgx*0; ako je cosrto A 0, odnosno ako je 

*-**0 ltm cos х cosx Q j 

i'-+x*o 

. 2 n ~ 1 

*0 7Г, 71 e z. 


4.24. Odrediii sledeće granične vrednosti 


x .. sm ах л , , ■ 

a) lim — — O^flieR, 
sin bz 


b) lim f — — ~č~ 2 — 1 i 

x-m Vsm 2 x sm х sm х ) 


ч .. cos 2г* 3 — 1 

c) iim Ћ : 

sin 6 2 x 


d) lim 


tg(a + x)ig(a ~ х) - tg' 


e) lim 


cos(a -j- 2x) — 2 cos(a + .т) -f cos a 


U d) i e) prelpostavljamo da je a ф 0. 


Rešenja. 


sm ах “ a 

a ) hm — — — — lim — = — . 

s-+o sm bz х— »o sm bz b 

k ~bT 


b) lim ( — 

tf-'O Vsin 2т sin т sin 2 : 


.. 2 sm х — 2 sm х cos х 

hm — — 

x *“*o sm2Tsm х 

1 — cos х 2 sin 2 (x/2) 

sl - i; m A[x/2) 2 


1 — cos х 2 4 (x 2) 2 1 

— hm 2—— — : = hm — — = hm — — k ■ K = 

x-m sm 2x sm т х-—о sin 2т sm т x — o sin 2т sm т 2 


i 2 x 3 - 1 


~2 sin 2 т 3 


) X CJJlt Uj 

lim = lim н 

x--+o sm b 2т х— *o sin 6 2т 


(¥) 

— 2 iim — — д 

x “*° / 8т2а; \ а 

l V 2 a: 7 


d) iin, at" + - .) - Ч 5 Ј . = Um i _ l6 » a 

x~*o х 2 x-j0 t 2 l 1 — tg 2 atg 2,j ' 


i- 4 .,ч cos 2 a 

hm -~r-(tg - 1 ) = — . 

х— i-O т 2 } cos 4 n. 
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ч , cos(a + 2т) — 2 cos(a + z) + cos a 
e) um 5-* 

У r-rO т 2 

= lim -^-((cos(a + 2т) — cos(a + т)) — (cos(a + х) — cos a)) 

х — 1-0 Z 2 

= Иш + (-2 sin + sin fa + + 2 sin * sin (a + 


—2 sin — / / Зх\ . ( х 

- lim 5— sin a + — - sm a + - 


X— r 0 


XX 

-2 sin — * 2 sin “ ♦ cos(a + т) 


= — cos a. 


4.25. Odrediii sledeće granične vrednosti. 

-Л r™ Ч 5 *. n 


а) lim 

х— >o т 


b) Iim3xctg3x; 

х — 1 0 


. sm т 

c) lim — — : — 

x-m sm 7т — sm 9т * 


d) lim 


0 л /1 + ® sin х — J cos т 1 


. , 1 + sm х — cos т .. ctg I a + 2т) — 2ctg (a + т) + ctg a 

e) hm : ; f) hm r — : . 

х— 0 1 + sm ах — cos ах х -m x z 

U e) i f), pretpostavljamo da je a ф 0. 

Rezultati. a) 5. b) 1. c) - 1/2. d) 4/3. 
e) 1/a. f) (2 cos a)/(sin 3 a). 


4.26. Odrediti 


. Sin 47ГХ 

а) hm ~ — - — ; 

x-ti sm 5тгт 


u4 cfcgT ~ ctga 

b) hm , a ф /стг; 

х— ta х — a 


. tg 3 x- 3 tgx 1Ч 9 / 1 3 

c) lim 7 d) hm Зх* ( cos cos — 

х — *тг/3 COs(x + |) x-t4oo \ X X 


Rešenja. 

a) Smenom promenljivih t = х — 1 ? t —t 0 kada х — t 1, dobijamo 

, sin47TT , sin(47r(/ + 1)) sin(47r/) 

hm r — - — = hm . ~т~ = hm ■■■ . ■ ■ . -> ■ — т = - 

х — 1 1 sm 5тгт t ~* o sm(57r(t + l)) t ~> o — sm(57r/) 


b) ii„, 

X— »a х — a 


sin(a — т) 1 


х-ш S m х sin a z — a sm a 


C Л | 



i -зо 
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V 1 + X S»n X -f л/ COS X 4 

iim — z т = 

х— »o 1 — COS X sin х 3 

— — н 

X г X 


д /cos пх — V cos bx 

C) lim Г = lim 

.r — »0 х 1 r —*0 


1 \ l t _ fl) 

2 ^ П 771 J 


/cos aa; — 1 v cos bx — 1 


d) lim (sin \/x~TT — sin д/ж ( ~2 lim 1 sin — 

r — > 1-03 V . / x __ + -^. 00 \ 2 

VSTT+ r, ■ i 

• cos I.i ш 2 sm ■ ■ . — cos 

2 J 2( л/ж + 1 + v'i) 

т . . . . \/x + 1 + л/т, 

Како je | cos — 1 < 1 za sve з; G R, to je 

| lirn (sin \/x + 1 - sin y/x)\ < lim 12 sin - - —= = 
^-*+00 v yl - r _ +00 l 2(\^T 

Tako je lim (sin л/зГ+Т — sin /х) = 0. 

r— + + oo V / 

4.29. Odrediti sledeće granične vrednosti. 

\ »■ tg 2 - т , ч л /cos х - 

a ) l»ni- 7 = ~=r~ ; . b) iim — 

r-+o v3 — \/2-h cos х r— +0 sin 


2 


+ \/ž) 


1 = 0. 


, . .. J COS X — л /cos X 

b) iim — 

*-+0 sm X 


ž) lim 


'Sin X — Vsin X 


r — +7г / 2 COS^ X 


d) lim (cos\/x™ 

r — 1 4-oo V 


Rezultati. a) 4\/3. b) - 1/12. c) 1/24. d) 0. 

4 . 30 . Pokazaii da jc 

a ) Jbj arcsin х = arcsinx 0t х £ [ — 1 , 1]; b) lirn arccos х = arccosx 0 , х E (— 1, 1]; 
c) lim arctg х = arctgx 0t х £ R; d) iirn arcctg х = arccig x 0t х £ R. 

т-*т 0 х — ►Тд 


4 . 31 . Odrediti sledeće gramčne vrednosti. 

N arcsin(x f 2) 

a) lim 

' Г --2 х 2 f 2x 


7г — 4arctg 

b) lim — t+T. 


Rešenja. 
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a) Smenom promenljivih t = arcsin(a; + 2 ), tj. sin t = х + 2 , gde t -» 0 kada 
&' — j- — 2 , dobijamo 

arcsin(a* -f 2 ) i arcsm(a; -h 2 ) 1 t 1 

Imi — — lam — L~ h m = 

х— t —2 X 2 -h 2x x—*~2 х X + 2 2 t~+ 0 sin t 2 


х— t —2 X* + 2x х— t — 2 X' Ж-1-2 2 t~* 0 sin / 2 

b) Smenom promenljivih i =-тг - 4aixtg— tj. х = ctg - - у * - 1, gde 
£ — + 0 kada a; —+ 0. dobijamo 


7 Г ~~ 4arctg 

lim "t~ - = lim 

X— tO х i— tO 


ctg 4 ~ 1 


7Г — t 7Г -1.1. 

t SIH — Sin — ; £ • ”л=*. •_."!= 

= lim 7 — 4 4 - = lim ^ ^ 

t ~ tO . / 7Г 7Г — t\ t ~* 0 . t 

sm sm - 

\4 4 J 4 


4.32. Odrediti sledece granične vrednosti. 


a) lim 


o Зж 


b) Umi^. 

х— tO X 


Rezultati. a) 1 / 3 . 
4.33. Pokazati da je 
a ) lim (l + -) X = 

x-t+oo \ х / 

Rešenja. 


b) lim (1 + х) 1 '^ = e.. 
х— »o 


a) U glavi 3. (zadatak 3.49) je pokazano da važi 


lim ( 1 + ~) П = U 

i— + 4-00 V /г / n-+ 


( 1 + _1Г = lim (1 + 1Г‘=, 

4-00 \ тг + 1 / 71— t-f-co \ 71/ 


Ako označimo sa [ж] najveći ceo od s, tada je [x] = n 6 N, pa kada 
n —+ oo tada i a; — oo. Dalje je 

Л 1 ( 1 \W / 1 \N+1 

'j) ( 1 + Г+ ) = lim ( 1 + ) = lim ( 1 + f— r ) = e 

c— f-foo \ [x'j / х— t-i-oo \ [x] + 1/ х— t-foo \ [x]J 

Za х > 0 važi ’ 


hm 1 1 + ?— i 

Х-+4-00 \ [xj 


, 1 \W ( l\ x ( 1 \W+1 

+ ип) <( 1 + j) <( |+ и) 


pa na osnovu zadatka 4.22 sledi da je lim ( 1 + - 

х — t-j-oo \ X 
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b) Ako х — + 0+, tada t = — imamo t — »• +oo i iz a) dobijamo 


lim (1 + x) l i x = lim ( 1 + 

x-tO-j- V 7 £— t-f-oo V t J 


Ako х — r 0 , tada za s = — — važi s -+ +oo i lmamo 

х 


iim (1 + a;) 1 / 1 ' = iim ( 1 

х— s— t-j-oo \ 

= lim (, + 4Г’ : 

5— t-foo \ 5 — 4/ 5 _ 

Na osnovu teoreme 4 . 1 , iz 


= iim 

з — t-j-oo 


ш 


lim ( 1 + 


e • 1 = e. 


lim (1 + х) 1 ^ = lim (1 + х) 1 ^ 

x-+ 0 - х— tO-j- v ' 


siedi iim(I + х) 1 ^ = e. 

х — 10 


4.34. Pokazati da je 

a) lim a x = a x ° , a > 0 , a . 0 6 R; 

X — tXQ 


b) lim ln х = ln x Q , x 0 > 0 ; 

х— tx 0 


c) lim (n(s)W :c ) = a b . x 0 e R. 

X — t X o 4 

U c) } pretpostavijamo da je u(x) > 0 i da postoje a > 0 i h iakvo da 


lim ii(x) = a i lim г>(ж) = b. 

X — tX 0 X— tXo 


Rešenje. 

a) Neka je a > 1 . U zadatku 3.5 b) pokazano je da je iim a 1 / 71 = 

П— t-oo 

lim a *” 1 / 71 = 1 , tako da za dato e > 0, postoji n 0 6 N takvo da 


za a > 1 važi 


1 - — < a _1/,n ° < a 1 / По < 1 + — . 
a x ° a x ° 

Funkcija a x , a > 1 je monotono rastuća na skupu R. Ako pret- 

,11 1 

postavimo da je \x ~ x 0 \ < — , tada iz < х — x 0 < — •, sledi 

n 0 n 0 n 0 

1 - — < a _1 / n ° < a x ~ x ° < a 1/,n ° < 1 + — , 
a x ° a x o ’ 

£ £ 1 

oclakle irnamo < a x x ° — 1 < . Za б := — i l.c — ш 0 | < б, 

a x ° a x ° n 0 1 1 


\a x - a x °\ = a Xo \a x ~ Xo 


11 < e. 


pa je 
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Za a > 1, sledi Jlhn a x — a x ° za л: 0 € R. U slučaju kada je 0 < a < 1, 
tj. za a — - b > I, je lim а :г = lim у- = = a* 0 , 

0 зг—*х 0 X— *зг 0 O* 0 


b) Na osnov u nejedna.kosfci 


4г < m (, ‘Л < - 

П -}- 1 \ 7?. ) П 


r < in (l - < ~™, П > I, 

“I \ П ) П 


rnožemo pisati 


< j n / 1 - — \ < ln 

7?. - i \ n ) 


c, + i) 

V n ) 


(Logaritamska funkcija je monotono rastuća). Za dato e > 0 i e < - 
postoji 77-o takvo da “ 

- e Ц- < In ( I - — ) < In (\ + — ) < — < £. (4.10 

7, o ~ 1 V n 0 J \ n 0 ) n 0 

Ako je |ж — х' п | < — , tada imamo 
n 0 

1 , х - x 0 1 

< < — . (4.11 

По п: 0 77-0 

h relacija (4.10) i (4.11) dobijamo 


-e < ln 




Jo znači da је In (] + <— — — ) < e, odnosno |1п.т — lna; 0 | < £, 

pod nslovom da je |.т - ж 0 | < <5, gde je <5 := — . Tako imaino za 
ж 0 > 0 П ° 


lim In = In X(). 


') Iz a) i l>) dobijatno 


T liin (н(т))»1* ) = b,n ехр(в(*)1п«(*)) =exp ( lim v(x) lim 1пи(ж)ј 

77,5 т~* x 0 '■ f J 


— tn П __ Q b 


4.35. Ako funkcije u(x) i т;(.г*) zadovoljavaju uslove 


iim v.(x) = 1 i lirn и(ж) = co, 

т~*т 0 з:~>х 0 1 ^ 


Pokazati da f.ađa važi 


u(v) v(j: ^ = ехр j lim (u(x) - l) v(x)j , 


(4.12) 


4.7 GHANJCA 


ako posleclnja gramčna vrednosi postioji. 

Rešenje. Imamo 

lim u (: = lim (l + (u(x) - l))V(«(*)-i)V“ ( * ) ' lH!,,) 

x—*j : 0 ' з: ~*tq \ 4 * 7 JJ } 

= Jm) o ехр (( u( х ) - J )v(t) ln(l + (n(: х) - l))V(«(*)-i)j 


ехр (jun (u(x) - l) v(x)) 


4.36. Odredili sledeće granačne vrednosti 


a) lim (\/Г -f х ~ x) 2 ( x ; 

т — >0 


b) lim(cos х) . ct S x * 


c) lim (+LiS£') 
т—*о \ 1 | sm a: / 


d) Bm (l±Jl£) ,/si '- 

x~+o \ 1 -}- sin х ) 


Rešenja. Koristićemo zadafcak 4.35. 


a) Ako je п(ж) = + х - х i v(x) = t.ada je 

X 

1 ,п } (у1 + х - х) ~ l i lim г?(а:) = lim - = -f-oo.. 

37 Т— v 0 < x—fO-r X 

Tada dobijamo 

(u(x) - Ј)п(ж) = (vT +зГ - (х + J)) -. 

4 J X 

Jz formule (4.12) dobijaino 

^lim + (4 + x- ж) 2/х = ехр ( Jim + ^(vTTT- (.т + 1))) = e 
Može se pokazati da je !im ( /1 + х - x) 2 ! x = 1, pa je 

Пт(л/Ј + х — ж) 2/т = 1. ; 

х— +0 7 f> 

b) l«m(cos *)-<*§ 2 * = lim (1 - sin 2 *)" ^os 2 ar/(2 sln 2 *) = - - T; - 

c) Ako oznaćimo sa u(x) = ~ '' g X i v(x) = — 1-, tada imamo 

l + sin з; sin 3 х 


(u(x) - 1) w(.t) = 


tga- - sin X 1 tg .т ( 1 — cos х ) 1 

1 + sin х sin 3 х 1 + sin х sin 3 a: 
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cos ж(1 + sin х) 


Tr’co je 


/ 1 + tgx \ V s ' n x ( 2sin 2 - \ 

liin I — — ) = ехр lim — — ■ ■ . - = у/е. 

xj cos х(1 + sin х) sin 2 

d) lim (i±iS£') 1/sl " = 1 . 

V 1 -f SlIL X J 


4.3T. Odrediii 


a) lim 

X~t+oo \x + 1 


b) lini ^ 

х — ►•4-co l nr~ 


ж 2 .+ 2 


х 2 -2 


c) lim (1 + ctg ж)^ ж ; 

x ~* tv /2 


d) lim (l +■ x 4 ) C ^ X . 


Reznltati. a) 

e 

4.38. Odrediti 

■) ia¥?r* 


b) e 4 . 


b) bm х iog 3 

Х-4 -frOO X + 3 


ч јј ш Ml + 4д: ± ^ 2 ) + " 4ж + з; 2 ) л/4 -i- х - 2 - s in ; 

х “*о 2a; 2 * х— +o 1п(1 + х) 


ч .. Incosda; 

е) lim : — ; 

ln cos Зх 


ч ln(l + З х ) 

6) 

Rešenja. 


f) lim х 1 ln ( sin 


2 х 


h) lim j/ 1 — 

Х -++00 ln(l + 2 X ) 


a) lim = lim = iim log, ( SV''"" 

*-i-5 х — 5 x-rS х — 5 х— *5 65 \5/ 

( ( a; _ 5 ч (5/(=— s)) 1/5Л ^ j 

= i™'»6.-p(l»(i+— ) Ј = 5^'”5к5' 

b) lim i log, — = ±7 lim 1 11 fl . . 

x~+-f-po X + 3 ln 3 х-Н-оо \ х + 3 / ln 3 
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ч 1и(1 + 4ж + a; 2 ) + ln(l - 4x + х 2 ) , 9 а . //7г 2 ч 

c) lim — ^ 9 ‘ = lim ln(l - 14г* 2 + o; 4 ) 1/{ ) 

0 2x 2 х— i-O ' 

= lim ^ln(l ~ 14x* 2 + х 4 ) 1 /^ 2 ^* 2 “ 14 ))^ ^ — -.7. 


ЈЧ л/^Г+х — 2 - sm X 

d) hm — = hm 

x-fO ln(l + ж) r— +o 


• х — 2 — sin х 


(ln(l + a;) 1 /-)- 1 


= lim 21^2-J 

\ r->0 X 


х — 2 smi\ / . чт/.Л“ 1 3 

lim * - lim (1x1(1 + ж) 1/а * ) = — . 

Х-+0 X ) 3.--+0 V v } ) 4 


ч r In cos 4a; sm 2 4® ln(l - sin 2 4х)~ г / зш 4x 16 

e ) hm : — = hm Ђ • — } — - — ;■.= — . 

r-+o ln cos За; х-+о sin 2 За; in( 1 - sin 2 Зх*)^ 1 / si » 9 


f) lim х 2 in fsin - ~X) = ~ lim ln (l - sin 2 ^ — 

х— t+00 \ \2 хЈЈ 2 i-4-foo \ х J 2 


v .. 1д(1 + З д ) _ ln (1 + 3-‘) T ln (1 + 3 -*) 3 ‘ _ 

® Х-.-00 ln(l + 2 X ) t-J+oo In (1 + 2 -i ) c-J+co з' ln(l + 2 _< ) 2 ' _ ^ 


„) lim *1 + « lim -» + - (‘ + g 1 = ш 

.=*»11.(1 + !.) — 4 ~,taJ+|n(l + i) ln2 


4.39. Odrediti 

e x - 1 
a) lim 2 ; 

x-+0 х 


b) li m 11 +з: ) 6 ~ \ ieRi 
х — »-0 х 


1 — cos b а; 


c) hm 

х *— 0 х 


, 6 e R, 


d) lirn 

x-m 


(cos х ) 7 


Rešenja. 

a) Smenom promenljivih f = e x - 1, tj. х = ln(f + 1), gde f -+ 0 kada 


х — + 0. dobijamo 


r e* - 1 r i 

hm = hm — ; — 


= Jim (!n(f + i))i) = 1. 


ИШ — ши - — ; — — ШИ 1 Ш t t X } I c 

x-,o х t—rO ln(i + 1) t— o\ \ }J ) 

b) Za b = 0 je trivialno. Za b / 0, važi 

(1 + х/ - 1 _ e Hn(H-x) _ I fc ln(l + Д) 

ж b ln(l + х) х 
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в /,ш(14-.г) _ t 61nl 1 4* ж) . , . .. 

Kako i e lim — — = 1 i Imi 1 = 6 , dobijarno 

■' x -+0 oln(l-f^) x 

( L 4 - x) h - L 


1 i п i 


= b . 


+o х 


c) Za 6 = 0 granična vrednost je nula. Za b ф 0, kao ti b) T inožemo pisafci 
1 - cos h х _ p .1 - e &Mooex) ^ 6 ln(cos ж) _ ^ 1 __ 6 


lim 

зг ~-‘0 хЈ 


= lim 


lim 


x -~4 0 6 ln(cos ж) ,r -+0 X 


d) Iz a) i c) imamo 

е т * — (c:os t) 2v ^* 


е ж * — l 1 - (cos х) 2 ^ r~ 

Inn r — = Imi r f Imi - = 1 + 


2 2 


х— »0 Ж ' 1 х— »0 T 2 x~+0 ,T 

4.40. Odrediii sledeće granične vrednosli zn a > 0 : 


Г7. г — x a х" — a“ 

а) lim ; 1 b) lim ; c) lim 

— — х — 4a n x — т a 


„х ,,a 


a" — a x 

х — 4a fj x — x a 


г-*п х — <1 

za a > 0 


x~*n х — a 


Rešenja. 

a) Pomoćii zadatka 4.39 b), đobijamo 


lim 


a n lim 


lim 


х — a . 

1 + ) ~ 1 


х— *fi х — a 


,т -~*n х — п x—*a 


a. a In a — a a n 1 = a a ln (a/e). 


b) Jz 


х — a х — a х — a x-* a 


, i iz lim (т — a) \n х = 0 , sledi 


lim 


e alnx ^ e (x-a)lnx _ 


lim 


х * a х — a. x-*n ( х — a) In х 
Iz zadafcka 4.39 b), imamo 


ln х = a n In a. 


.a _ a « П ~ 1 ( (1 + " “ ) " 1 

lim — = lim r ~ J - = ar 


х— *a х — a х — 4 n 


х — a 


fflako da je 


lirn — — = a a (ln a 4- 1) = a a ln(ae). 

X— 4 « X — a 


c) lirn 


х— »a а т — x a 


= lim 


- lim а т " = lim — = a a In a, 


х— < *a а т — T a x—4a <— *0 i 


jer smo stavili i = а т — x n i i 0 kada х — + a. 
4.41. Odrediti 


ч 1 + 1*1 

a) lim — ; 

' х — *Q— 2 т 

b) liin arcsin(.x 4-1); 


c) lim e ct 6 x ; 

х— * 0 — 


d) lim 


т—*2— 2 


т 2 -f e 2 - 


lim 


т 4 - |ж| 


o+ 2 т 


lim arcsin(T 4-1); 
х— +04* 


lim e ct g x : 

х— *04- 


iim 


z 2 4 - e 2 ~ 


Rezultati. *a) 0, 1. \з)ж/2 , nemoguće. 

c) 0 , 4 -счз. d) 0, 1/4. 


4.42. Odrediii 
a) lim a.rcfcg:; 

х— *т- 1 — х 

1 


lim arcfcg- ; 

х— +14- 1 — т 


lim 


b) lim JLini - - , t 

> x-+o- 1 4- eM x х— +04* i 4- e l M 

c) Л^ооО + r) - • ЛТоо^ + r) ; 

d) lim (\/.т 2 5ж - \/т 2 4- 2т 4- 1 ) . lim (\/ж 2 ~^5а: - л/т 2 + 2т 4- l) 
Rezultati. a) 7г/2, —7г/2. b) 1, 0. c)e _l , e. đ) —3/2, 3/2. 


4.43. Odrcditi 
sh т 

a) mn 


b) _lim 


X— *0- T ' Х—+0— T 

Rešenja. Podsefcimo se da je 


c) lim i*. 

' х— + 0 — 2 т 




sh т = 


, e x -f e 37 . , sh т 

d\x = i fch т = 


с1\т e r 4- e" 
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, sh х е м - e~ x e 2x - 1 

a ) lim = lim = iim e _I 

х x—*o 2x 2x 


ch х — 1 


b) lim 

.т — i-O х ^ 


— lim 


A = i lim 


\ r tgha 1 sha: 1 1 

c) lim -ђ- — = hm - = 

x ~ i’ 0 2x х— >o 2 х ch х 2 

4.44. Pokazati da za a > 1, k > 0, važi 


a) lim — = 0: 

ar-+-f-oo a x 


b> iim 

ar-r'-foo х к 


Rešenja. 


a ) Iz zadatka 3 . 15 , irnarno lim — = 0 , pa ie lim ^ = n T п 

n-+oo a n П -+00 a n 

znaci da postoji n 0 e N takvo da za dato e > 0, važi 

(n + 1)* 

< E, za svako n > n 0 . 

Ako označimo sa n = [ж], tada imamo n < х < n + 1 i 

n X k ( n + l) k 

0 < < < £ za n > n 

a x a n u 

b) Neka je i = хА i — t -f-oc kada х — t +oo, dobijamo 

iw ^ = i . lim 

x->+oo х к k i->+oo i 

Iz zadatka 3 . 15 sledi lim *° -- - = 0 . pa je lim log “( n + 4 _ n 

... . n • S -.+00 n ’ 

sto znaci da za dato e > 0, postoji n Q 6 N, takvo da za n > n Q važi 

0< l°g< n + 1 ) < £ 

n 

Za t > n Q + 1 i n = [z] (tada je n > n 0 ), možemo pisati 

0<У <!g| g (" + 1 ) < e> tj . lim = 

I П х— +-|-oo a;* rt 

4.45. Pokazati da je lim ^х ♦ sin = 0. (Videii sliku 2.4,) 

Rešenje. Za proizvoijno e > 0. sledi iz relacije 

х • sin — — 0 — х - sin “ <)x| 
х х 
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4.2 Asimptote grafika funkctija 

Definicija 4.5. Prana х = x 0 je vertikalna asimptota grafika funkcije 
f : A R ako najmanje jedna od sledećih graničnih vrednosti 

lim f(x) ili lim f(x) 

X—*Xq± X—*Xq — f 


jeste ili -foo ili — oo. 
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Defi nicija 4.6. Prava у = n ja horizontalna asimptota kada х -*■ +oo 
(resp. kada х — 1 — oo) grafika funkcije f : /I — *• R. 

lim ј(х) ~ n (resp. lim /(ж) = n). 

т — * - f co ' т. — ► — co 

Defiriicija 4.7. Prava у = /е.г n, fc ^ 0, je kosa asirnptota kada 
х — ♦ -|-oo (resj). kada х — + — co) grafika funkcije f ■ A — > R. ако važi 

lim ( / ( х ) — (fc.?: + n )) ~ 0 (ге.9р. Hrn (/(a:) — (А:.т -h u)) = 0). 

rr — * 4-00 ' 

Brojevi /г i n se rnogn odrediti iz slerlećili formula 

f(x) . . f ( х ) . 

k = lim - — — (resp, fc = lirn -) 

г-‘-|-м т ' т.~ ► — co :t; 

;i = lim f /(х) — kx) (resp. n — lim (f(x) — fc -т)), 

з:-*+г» r-^-co’ 

pod uslovorn da granične vrednosti u (4.1.3) postoje kada х ~ 
kada х — > — oo). 


(4.13) 
-}-oo (resp. 
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c) Grafik ftinkđje / irna horizontalnu asimptotu t/ = 0 lcada т -4 -f-oo i 

х — » — со. jer je 

lim ^ - • = 0 i lim “ ” — 2 “ °' 

37 — ► -рсо 1 ~h Л+ .т— + — со I -р т 

d) Fmikcija / je tiefinisana. na intervaln [l,-|-oo). Grafik funkcije / nema 

vertika.lnu asimptotu, jer je 

lim (л/х + 1 — \/х ~ 1) = Ć2. 

Funkci ja ima horizontalnu asimptotu у = 0 kada т -hoo, jer je 
lim ( у х 4- 1 — у/х — 1) = 0. 

:c— H-oo 

e) Funkcija / je definisana na intervalu [0,4]. Ona nema asimptota. 

f) Funkcija / je definisana interva.lu na [0,-hoo). Nema vertilcalnih asimp- 

tota, jer je lim arcsin Kako je lim arcsin e" x = 0, sledi 

’ J 37-0+ 2 e ^ 00 

da grafik funkcije / ima horizontalnu asimptotu у = 0 kada х — *• +oo. 


4.48. Odrleđtili asimptote grafika sledećih funkcija. 


0 /и = 


b) /(х) = х 4- 


c) f(x) = arctan .т; 


d) /(*) = Vs 2 + 1; e) /(z) = ln(l + e e ); f) /(*) 


т 2 + 1 


Rešenja. 

a) Prirodui domen funkcije / jeskup R\ {1, -1} . Njen grafilc ima. vertikalne 

asimpfcote х = 1 i х = —1, jer je 

2 2 

lim r = oo i iim « = +oo. 

зг— + 1 4* 1 - х 2 1+ 1 — 

2 2 

(Prnnetirno da je lim г = +oo i lim - £ = — oo.) Gra.fik 

date funkcije ima. horizontalnu asimptotu у = 0 kada х — > +oo i lcada 
х oo , jer je 

2 2 

lim r- = 0 i lim = 0. 

T-v-l-oo 1 — X 2 ж-*-оо 1 — Х г 

b) Grafik funkcije / ima vertikalnu asimptotu т = 0 i kosu asimptotu у = х 

kada х — » +oo i kada х — » — oo, jer je 
1 

т + - / 1 \ 

к- lim — = 1 i n= lim (т + х ) = 0. 

x-*±oo х т-*±оо V х / 



ш 
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c) Giafik funkcije / ima dve horizontalne asimptote, tj. у = — 7 г /2 kada 

* г ' “+ i т/ = тг/ 2 kada a; +oo. 

d) Graiik funkcije / ima dve kose asimptote. ustvari у = — х kada х —+ -oo 

\у = х kada х — j- -J~ oo . 

e ) C.rafik funkcije / ima horizontainu asimptotu у — 0 kada a; — » — oo, jer 

Ј е x-.‘-oo ln(1 + e *) - °- Primetimo da je + e x ) = +оо’ pa 

funkcija nema horizontalnu asimptotu kada х -+ +co. Medjutim, ona 
ima kosu asimptotu у = х kada х -+ +oo. jer je 
ln( 1 -f~ e x ) 

-i+to ^~~ =1 1 Л?Ј 1п(1 + eX ) - *) = 0- 

f) Grafik funkcije / ima vertikalnu asimptotu^; = 3 i kosu asimptotu у = 

х -f 3 kada х — r -foo i kada х ™oo. 

4.49. Oclrediti asimploie grafika sledećih funkcija. 

a) f(x) = х л е х \ b) f(x) = e~ xi - c ) f(x) = e 1 /*; 

d) f(x) = е- г /* Ј ; e) /(ж) = e 1 /* 3 ; f) /(a;) = are" 1 /*. 

Rešenja. Grafik funkcije / ima 

a) horizontalnu asimptotu у = 0 kada ж -oo; 

b) horizontalnu asirnptotu у = 0 kada х — +oo, i takodje lcada ж -+ -oo; 

c) vertikalnu asimptotu х = 0 i horizontalnu asimptotu у = 1 kada х -+ -oo 

i ka.da х — -}-oo; 

d) horizontainu asimptotu у = 1 kada a; -+ -oo i х -+ +oo, jer je 

lim e -1 /* 3 - j ј ]] m e -i/^ 2 _ f 

• c ~ + 00 X — r -f-OO ' 

ali nema vertikalnu asimptotu, jer je 

lim e = 0 i lim e*" 1 ^ 2 = 0* 

*-+0“ х~ + 0-г 

e) vertikalnu asimptotu ш = 0 i horizontalnu asimptotu у = 1 kada х -t- -oo 

i takodje kada х -» +oo; 

f) vertikalnu asimptotu х = 0 i kosu asimptotu у = х — 1 kada х — + — oo i 

kada х — *■ -}-oo. 


i 
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4.3 Asimptotsko ponašanje 

U ovorn deiu prefcpostavićemo da domeni funkcije / i g sadrže skup (a,o;o)U 
(x 0) b). 

Definicija 4.8. lunkcija f se ponaša kao funkcija g kada х ieži x Q ako 
postoji funkcija ф lakva da važi 

f(x) = ф(х) : д(х)> х 6 (a,6), .г* ф x Q} 
г važi lim ф(х) = 1 . 

X — *-Xq 

Tada pišemo f(x) ~ ,,(x) kada х -+ a; 0 . Dovoljan uslov za asimptotsko 

ponašanje f(x) ~ <;(a:) kada ж — + ж 0 jeste jednakost iim —*4 — f 

p(x) 

Definicija 4.9. Kažerno cia je funkcija f ”malo o” funkcije g kada х teži 
x Q ako postoji funhcija ф takva da je 

f(x) = ф(х) * g(x). х 6 (a. 6), a; ф x Q) 
i važi lim ф(х) = 0. 

X—*Xq X 7 

lada pišemo / = o(g) kada х — * a; 0 . Ako f/(a;) / 0 za svako ж ^ 2 ; 0 , fcada 
je potreban i dovoljan uslov za asimptotsku relaciju f(x) = o(g(x)) lcada 

х -+ ж 0 jednakost iim = 0. 

Posebno, ako 5 (a;) = 1 , tada f(x) = o(i) kada .г* * 0 znači da funkcija 

/ fceži nuli kada a; — * x Q . 

Deflnicija 4.10. Funkcija f je ’Veliko o” funkcija g kada х ieži x 0 ako 
postoji konstania K > 0 takva da je 

|/(г*)| < K • \g(x)\ t х 6 ( аЉ) г х ф x Q . 

Tada pišemo /(.г) = 0(</(г*)) kada ® a; 0 . Posebno ako je g(x) = 1 , a; e 

tada Д* г ) = 0(1) kada х* -+ x 0 . To znači da je, za neko б > 0 , funkcija 
/ je ograničena na skupu (г * 0 - б . г * 0 4 б) \ {а; 0 }. 

Asimptotska ponašanjase mogu takodje definisati i u sledećim siučajevima; 
a; — j- a; 0 4 , х — »• .г 0 — . a: 400 i х — » —oo. 


4.3.1 Zadaci 
4.50. Pokazali 

a) — 1 ~ — sin 2х. х -+ 0; b) sh ~ a;, х -+ 0; 

c) lm) ~ e2 ’ ж ~ 1 +OQ i d) in(l + 3 x )~ b|ln(i + 2 x ), X -+ +oo 


I 
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Rešenja. 

ч e r - I t 

a ) | z li m = 1/2, no definiciji 4.8 sledi е т — 1 ~ -sin2.T, х — > 0. 

7 -т— *o sin 2т ; h J 2 

b) Sledi iz zadafcka 4.43. 

c) Sledi iz zadatka 4.37. 

4.51. Pokazaii da važi f(x) ~ д(х) ђ х — + 0, afco je 

! sin .т. х* P Q; Г т, .т € Q; 

« .а( ж ) = < 

0, * e R\ Q, l 0, X G R\ Q, 

gde sa Q označavamo skup racionalnih brojeva. 


Rešenje. Neka je ф(х) 


х ф 0. Tada važi 


f(x) = Дх)Дт) i Iinn/;(x) = 1, 
pa po defmieiji 4.8 t;o znači da /( ж) ~ Дт), l< a< i a ж — > 0. 

f i х) 

Primedba. U slućaju Г) lim ne posioji. 

ff(x) 

4.52. Pokazaii sledeće asimptoiske relacije . 


a ) ^ x m х —*■ 0: 

7 1 + x n 


x m ~ r \ х -+ Too; 


c) 2 — 2 cofik т hx 2 , х -4 0, 6 / 0; d) arcfcan 2т ~ 2т, т — + 0; 


e) т — + arct -апт т — + Тоо: 

/ 2 ’ 


V ovom slučaju тп i п su prirodni brojevi. 

4.53. Odrediii numeričke konstante a, г b iako da f(x) •<* ax h , kada х — + то, 
ako 

a) f(x) = J Зт T \fx T л/т , т 0 = 0; 


b) Дт) = \/Зт Т л/т Т - т о = Тоо; 


c) f(x) = 5e r Т (cos т - l) 2 Т т 6 - 5, т 0 = 0; 

d) f(x) = sin 2 Зт Т т — > arcsin 2 т Т 2т ~+ arctan т 2 , т 0 = 0. 


4.3. ASJM PTOTSKO PONASANJE 

ReznHati. a) a = l, b = 1/8- b) a = \/Т b — 1/2. 

c) a = 21/4, /) = 4. d) a = 12, 6 = 2. 


4.54. Odrediti sledeće granićne vrednosti . 
sin Зт T 2 arctan 2т T Зт 2 
i-m ln( 1 Т 2т Т sin 2 х) Т те х 1 


с ) T r i l C o- r ( ,n ( l + l) _,n l 


Incos.T 

b) illTL т Г 5 
з:-+0 tgT 2 


d) lim(l-.t 3 ) ctgl '' 


Rešenja. 

a) Na osnovu sledećih asimptotskih ponašanja 

sin З.г- ~ Зх, arctan 2x ~ 2x, же х ~ ш, ln(l+2x+sin 2 :c) ~ 2x+siri 2 ж ~ 2x, 
kada т -+ 0, imamo 


sin Зт T 2 arctan 2т T Зх* 


= lim = х- 


х-»о ln(l т 2т т sin 2 т) Т хе х Зт 3 

b) Како је 2 ln cos х = ln(l - sin 2 .r) sin 2 .r ~ -.т 2 , t.gi J ~ х 2 kada 

in cost —1 х 2 1 

х -+ 0, to imamo um r- = — hm — r = — 

’ .r-m tgT 2 2 х— +o т^ 2 


= ) ЛГс, Г ( ln ( 1 + 1) " ,П l) = Л+ОО Г ,П i 1 + l) 


(2 ( 2\\ f V ; 

lim т ( — f o ( — ) ) = lim 2 т 

x->- + oo \X \X J } r-+*foo 1 


d) Na osnovu lim(l — .т 3 ) с ^6 т = e\ gde je 

х — ‘0 

Hm — — = 0, siedi lim(l — х 3 ) с *'& x = 1 

х — » 0 T х — + 0 



ln(l - T 3 ) 

rn — ^ 

-»o tg X 


4.55. Pokazati sledeče relacije. 

a) т 2 sin v^r = у/х 2 T о(\/ т 2 ), х — + 0; b) е х — 1 = т Т о( т), т -+ 0; 


с) log„ х = о( ж с ), а > 1, с > 0, х — * 0 Т * 


R.ešenja. 



us 
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ч т .. .t 2 shi Ух 

a) Iz lun — = — = 1 i lim 

Уо+ х— »o 


r 2 sin tfz — \/x? 


asimptotske relacije. 

4.56. Odrediii siedeće granične vrednosti. 

Кт ( 0**/(x+l) 1 \( a;2 + 1 )/* 


— Oj slede date 


0 liin (2e x H x+1 ) - l) 11 


t ч .. in cos ах 

b) hm — a b ф 0; 

*-+o ln cos bx * 


c ) y m f 1 -h sm a; cos aa; \ Зд; 

X~t0 V I -j- sin х cos ) 

Rešenja, 

a) Na osnovu с -/(-+П - 1 = -f- + o(x), x^0,i zadatka 4.35 možemo 

x l Г 

pisafci 


— l^ ^ = ехр ^lim 2 (e x /te+i) - 1 j 

= M ‘ , (^ 2 (^T + 0 W)~) 


ж 2 + 1 

X 


Lim 2 I 

( x 


+ 1 

r 


iim 2 j 

Гх 2 + 1 

х— +o ! 

1 35 + 1 


+ 1 . (x 2 + l)o(x) 
bl + X 


b) Kako je ln(l 4~ х) = х A o(x) } х — * 0, to imamo 


1П l 1 2~‘ 1 ' 


.. Incos.aa; \ 2 4 y 

bm т — = lim — V™ , 

la созбж x-tO / />2„.2 

ln[±~~ + o(x 2 ) 


,о O = — . 

x— *° 6 2 а; 2 9ч b 2 


+ o(i 2 ) 


c) Za х -~r 0 yaži 

/ 1 + sin х cos aa; 


1 + sm х cos aa; ^ cos ах — cos бд; cos 3 х 

— — : т 1 * ctff х = 

1 + sm а; cos bx ) 1 + s in х cos bx sin 2 х 


-х 2 + o(x 2 ) 


1 + (х + o(x)) . И — + о(а; 2 ) 


(i - у + o(x 2 ) 
(х* + о(х1)У 
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Rešenja. 

a) Kako je 1 1 997 ге + a; cos.t| < C'|xj t х £ R. (na primer za. х > 1 možemo 

pisati C = 1998), sledi da je dato tvrdjenje tačno. 

b) Tvrdjenje je tačno, jer za х > 1 važi 

|.x| < |ж + (1996 + cos a;)a;| = 1 * ј1997ж + ж cos a;|. 

c) Tvrdjenje пгје tačno, јег je za svako x 0 > 0 i za svako C > 0, postoji 

x\ > х 0 takvo da važi 

1 + cos x\ < — ili x\ > C(x r + ж г cosa;i). 

d) Tvrdjenje je tačno, jer je (ч/а* 2 + 3 - x\ < 3 — , х > 1. 

х 

4.58. Pokazati 

х 2 

a) 1 ~ cos х = — + o(a;), х — + 0; b) a x — 1 = х ln a + o(x In a), х ~~t 0j 

c) а; + х cos х = 0(x), х -* 0; d) 1 = O (\/ж 2 + 1 - |.г|) , х -* +oo. 

4.59. Nakaje f pozitivna funkcija u nekoj okoiim tačke x 0 . Pokazatt sledeće 
asimptolske relacije kada х — > x 0 . 

а) 0(0(1)) = 0(7); b) 0(o(S)) = o(f)\ c) o(f) + O(f) = O(f). 
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B.ešenia. 


a) Neka je g = O(f) i h = 0(g). Tada po defmiciji 4. 10 postoje konstante 
K\ > 0 i R 2 > 0 takve da n nekoj okolini U od .то važi za х Ф tq 

\g(x)\ < ]<\ f(x) i |/i( 3 ;)l < K 7 g(x) 

Tada na sknpu U\{ т 0 } važi |/?.(т)| < К 7 К\Ј( т), oda.kle sledi tvrdjenje. 

c) Neka je g = o(f) i h = 0(/). Tada po deftniciji 4.9 i 4.10 posfcoji funkcija 
ф, koustanta. K > 0 i okolina U od т 0 takva 

< 7 (*) = 0(*Ж*), lim Ф(х) = 0 i |/i(t)| < B \ {т 0 ) 

т.—жа 

Tada se suma funkeija g i h na skupu U \ {т 0 } može pisati kao 
g(x) + h(x) = ф(х)Ј(х) -|- h(x ) . 

Kako ф(х) teži mdi kada х — * т 0 , tada postoji okolina U\ C U tačke 
х o , takva da na skupu U \ \ {т 0 } važi \ф(х)\ < 1 . Tako je 

(Vt € U\ \ {т 0 }) \g( х) + h(x)\ < 1 • /(т) + A' Л» < Ii\f(x) 

7, a K ^ l 4 A 

4.60. Pokaznli da ako funkcije f i g imajn osobtnu f(x) Ф- (3 i g(x) ф 0 za 
т Ф з: о? tada kada х — * т 0 važi 

f(x) ~ g(x) g(x) - f(x) = o(g). 

f(x) . ( f ( X ) \ 

Rešen)e. Iz jednakosti lim — — ■ = 1 sledi lim 1 7 — r ) = 0, tako da 

g(x) * “ v *0 \ ( 7 ( х ) / 

dobijamo 

Hm — = 0 , što znači g(x) — f(x) ~ o(g ), х — + т 0 . 

.т— ?т 0 /7 ( rr ) 

4.61. Neka je /( т) ^ fi(x) i g( х) ~ g\(x), kada х — + т 0 . /Ц:о tada postoji 

lim — ”, iada postoji lim ~ — - koji zadovoljava 

т *■ Tf) g } (x) ' Т~^т 0 (j ( х ) 

lim Д4 = lim Ш. 


Fokazati . 

Rešenje. Na osnovu /(т) = /ј(ж) + o(/i (т)) i <;(т) = / 7 цт) + о((/|(т)) kada 
т ~+ т 0 možemo pisati 


m„ = ш„ /f) + -(/■!»)) = Ш м,п - - ffi - L . Ш 

х-хо д ( х ) x - x n ,'7i(*) + о(. 9! (('-•)) *-»*0 *-**0 <4911=0) *-**о «п(ж) 

9.4) 


Glava 5 

Neprekidnost funkcije 


5.1 Neprekidnost funkcije u tački 

Definicija 5.1. Funkcija f ; A C R R je neprekidna u tački т 0 € A 
ako za svaho £ > 0 postoji realan broj б > 0 , koji zavisi od s i od. taČke 
т 0 . iakav da za svako х £ A sa osobinom |т — т 0 | < б važi nejednakosi 
|/(т) “/(т 0 )| <£. 

Pornoču iogičkih simbola, definicija neprekidnosti funkcije u tački sc inože 
zapisati na sledeći način: 

Funkcija f : A C R -+ R je neprekidna u tački т 0 € A ako г sarno ako 
(Ve > 0 ) (Зб > 0 ) (Vt e A) ) т - т 0 Ј < б \f(x) - /( т 0 )| < e. (5.1) 
Ako je tačka. т 0 £ A tačka nagomilavanja skupa A , tacia se mogu koristiti 
i sledeće dve, medjusobno ekvivalentne, đeflnicije. 

Definicija 5.2. Funkcija f : A C R -+ R - je neprekidna u tački т 0 £ A, 
gde je :r 0 tačka nagomilavanja domena A , ako važi 

lim f(x) = /(ж 0 ). 

т~+а : 0 , i -еЛ 

Definicija 5.3. Funkcija f : A C R — > R je neprekidna u tački т 0 € 
/1, gde je т 0 lačka nagomilavanja domena A, ako za. svaki niz (т п ) пе ^ sa 
elementirna iz A koji konvergira ka т 0 važi 

lim /( т п ) = /(т 0 ). 

n — 'CO 

Definicija 5.4. Pretposiavimo da domen funkcije f sadrži interva.1 (а,т 0 ] 
(resp. [т 0 , 6) ) . Funkcija f : A -+ R je neprekidna sa leve strane (resp. 
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sa desne stranej u tački a,- 0 ako je 

lim f(x) = f(x 0 ) ( resp. lirn f(x) = f(x 0 )). 

z—+x 0 — — t^a; 0 4- 

Teorema 5.1. Funkcija f : (a,b) -> R je neprekidna u tački x 0 6 (a,b) ako 
г samo ako važe sledeća tm uslova ; 

L postoje leva i desna granična vrednosi funkcijt f u taČki .т 0 , 

2. postoji granična vrednost funkcije f u tački ж 0ј 

3. važe jednakosti lim f(x) = lim f(x) = iim f(x) = /(a: 0 ). 

x—fXQ— a;— x~*Xq j 

Deiinicija 5.5. Funkcija f : (аЉ) R гта prekid u tački д: 0 £ (a,6) 
ako nijc neprekidna u lački xq. 

U sldađu sa teoremom 5.1 možemo klasifLkovati fcačno tri vrste prekida 
funkcija. 

L Alco postoji Jirn^ /( х) i jednak je nekom broju L ф /(;c 0 ), tada / ima 
otklonjiv prekid u tački a; 0 . 

2. Ako postoje i ieva i desna granična vrednost funkcije u tački x 0 

L\ := Hm /( х) i L 2 := iim f(x ), (5.2) 

*Xq х — Xq -J- 

ab one nisu jednake, tj. Lj ф L 2i tada lunkcija / ima prekid prve 
vrste u tačlci a; 0 . 

3. Alco bar jedna od graničnih vrednosti u (5.2) ne postojij'tada funkcija 
/ ima prekid druge vrste u tački a; 0 . 

Funkcija / : A C R R je neprekidna na skupu B C Л alco je 
neprekidna u svakoj tački skupa B . 

Ако su funlccije / :A 1 cR-+Ri$:A a CR-*R neprekidne n tački 
* г 'о € A\ П Л 2 (resp. na skupu B C Л\ П Л 2 ) } tada su sledeće funkcije talcodjf 
neprelcidne u tački a; 0 £ Л г П Л 2 (resp. na skupu B C А г П Л 2 ) : 

0 / + 9 (zbir / i g) 7 


& f ' 9 (proizyod / i g), 

/ 

— (količnik / i g ), naravno, uz dodatni uslov g(x Q ) ф 0 (resp. lcada 
je g( х) ф 0 za svako a; £ B). 


Pretpostavimo da je funkcija g : A C R -~+ R neprekidna u tački a; 0 £ A 
1 da je funkcija f : B R neprekidna u tački g(x 0 ) } pri čemu je д(Л) C B . 
Tada je složena funkcija h : Л — * R, đata sa h = fog } takodje neprekidna 
u tački .т 0 . 


i 

! 


i 
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5.1.1 Zadaci 

5.1. Na osnovu definicije 5.1, proveriti neprekidnost sledećih funkcija u 
proizvoljno ijf iački x Q njihovog domena: 

a) /(a;) = За; + 5, х £ R; b) f(x) = a; 3 } х £ R; 

c ) /(*) = v*. *6 [0, +oo); d) f(x) = х e R, 

e ) f( x ) = arctgs, a: £ R, f) — arcctga:, х 6 R. 

Rešenja. 

a ) Uzmimo proizvoljnu tačku x- 0 € R i nelca je dato e > 0. Iz nejednakosti 

\f(x) - f(x o)| = 3|a; - a 0 | < 3<5, х 6 R. 
sleđi da možemo izabrati б := e/3 takav da važi implikacija (5.1), tj. 
(Va: € R) \x - * 0 |- < 6 — e/3 =» \f(x)~ f(x 0 )\ < £., 

b) Neka je a: 0 6 R i neka je dato e > 0. Tada važi 

\f( x ) ~ /(*o)| = |ж 3 — a; 0 | = |(a: — x 0 ) 2 + (ж 2 + и 0 -|- a; 0 )| 

< |x - a; 0 | ■ (|xj 2 + |a:| |ж 0 ||х 0 | 2 ) . 

Za |x — a; 0 | < б i <5 < 1 je |a; — x 0 j < 1, pa je |a;| < j:£ 0 j + 1, što povlači 

I Л*) ~ /(*o)| < б ((|*o| + l) 2 + (|z 0 | + 1)|*р|?) = 6 (з|ж 0 | 2 + 3|x„| -|- l) 

Ak° Stavim ° ^ := {‘’ŠRol^+Vol+l} ’ tada ^ 

(Vx £ R) \x - ж 0 | < 6 I f(x) - f(x o)| < £ . 


Primedba. Broj б iz defmicije 5.1 (pa i iz poslednjeg primera) nije jed- 
noznačno odredjen. Maime, ako za dato s odredimo б > 0 takvo da za svako 
.г* £ (a; 0 — б, x Q 4- б) važi | f(x) — /(г 0 )| < tada i za svako drugo б^ sa 
osobinom 0 < < б. važi 

\x - x 0 | <*^ =► | f(x) - f(x 0 ) | < £. 

Dakle, važno je samo da za dato £ > 0 postoji bar jedno б > 0 sa osobinom 
da važi implikacija iz (5.1). 
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pocl pretpostavkoni da je \x — n:o| < б, siedi 
... б 

| f ( х } — f{x o)| < <£■ 

\/ x o 

Znači možemo odrediti б : = e-^/ičo, tako da važi implikacija ( 5 . 1 ). 
Slučaj хо = 0 se ostavlja čitaocu. 

d) Neka je :r 0 > 0 ; slučaj x 0 = 0. je jednostavniji i ostavljamo ga čitaocu. 
Neka je e > 0 dato. Лко je |:r — x. 0 \ < 8 , tada važi 
m/r .r-i _ \x-*o\ 


| ^Ух - ^ЗчП 


v r x 7 -1- з/ГЖо + yxl 


\ x - a?o| 0 

<У*а '\ 2 . 3 1 

- ~\ Xn .i\/ a o 


4 V x ° 4 


Znači б se može odrediti kao б := e 


?.) Neka je dato e > 0 i uzmirno prvo da je x 0 = 0 . Tada za svako х £ R- 
važi 

1/( ж ) - /( () )l = larctga: - arctgO| = |arctga:| < |.т|. 

Лко izabetemo б : = tada sledi 
2 

I* - 0| < s =>• !/(-•»:) - /(0)1 < e. 

Pretpostavimo sada da je т, 0 ф 0 i neka je h = з: — tq. U nastavku 
ćerno birati !г dovoljno inalo da je |/?| < |.то|, što znači da х \ x 0 istog 
znaka. 

h 

Stavimo f. = arctg ( x 0 + h) - arctg ж 0 , tj. tgl = — — j-~ 

1 4- Tg + x 0 h 

Kako je |/| _< |tg/,| za sve t £ R sa osobinom |/| < тт/2. N a osnovu 
prethodnog je 


|a.rcl.g(.T 0 + h) - arctg т 0 | = |<| < tgt 


|1 + ж 0 + t 0 /i| 


Н |/:ј 

1(1 + х%) - ( /i.t)| < ] + xl - |/i| |х| 


pod uslovom cla je |/?.| = |.т — т 0 | < - — ^ = < 5 . 

1 + 


.5.1 NF.rREKIDNOST FUNKCUE U TACKI 


5.2. Pvovp.rUi nepvckidnosl sledećih funkcija u proizvoljnoj lački x 0 nji- 
hovoi 7 domena: 

a) f(x) = sin х, х € R; b) /(.т) = coss, х £ R; 

c) f(x) = arcsin х, .тб[-1,1); d) f(x) = arccos .т, х G [-1, 1); 

e) f(x) = tgx, х € R\ {(2fc+ 1)тг/2| k € Z}; 

f) /(.т) = ctg®, т € R\ {/с7г| /с £ Z} 

5 . 3 . Proveriii neprekidnost sledećih funkcija u proizvoljnoj lački г*о nji - 
hovofj domena: 


a) /(т) = е т , ж £ R; 


b) /(ж) = a* , х £ R, u > 0 ; 


c) /(.т) = ln X, X € (0,+co); 'd) ./(х) = log a х, х € (0, +oo), a > 0; 

e) f(x) = sii х, х 6 R.; f) /(х) = cli х, х € R; 

g) /(.т) = tgh х , х e R; h) f(x) = ctgh х, х e R \ {0}. 

5.4. Proveril.i neprekidnosl sledećih složenih funkcija u proizvoljnoj tački 

:i; o njihovih domena: 

а) f(x) = sin(ax + 6), х £ R; b) f(x) = т 2 T т + 3 , т £ R; 


с) f(x) = т 3 Т cos т, х £ R; 


5 . 5 . Na osnovu dejinicije 5,1, proveriti neprekidnost sledećih funkcija u 
proizvotjnoj lački x 0 njihovog domena . 

{ х . _ , . 


b) 

/(х) = 

т 2 Т т Т 3 , 

т £ R 

d) 

/(х) = 

\/х sin 5ж, 

х £ R; 



2 — 2 cos х 


0 

/(х) = 

п* 2 * 

х ф 0. 


x Ф 0*j 


0 , т £ I : = R \ Q ; 

1, т £ Q. 


а) /(,)= N’ b) D(.)= ’ ;Vo" 

( -1, х = 0; 1 e Ч ' 

Ovde Q ?. I označavaju označavaju, medjusobno disjunktne, skupove racional - 
nih i iracionalnih brojeva. Njihova unija je skup R. 

Rešenja. 

a) Iz definicije apsolutne vrednosti sledi f(x) = 1 ако je х > 0, i f(x) = - 1 
ako je х < 0 . Pokažimo prvo da je funkcija / neprekidna u svalcoj tački 
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x*o т*- 0. Лко je |л: - a; 0 | < -|ж 0 |, to su х i a; 0 istog znaka. Tacla je 

|/(«)-/(^)| = |* -Ј!2.| = о. 


Neka je e > 0 dato i stavimo <5 


Tada važi siedeća implikacija: 


(Va: £ R) \x - .г* 0 | < б => | f(x) - /(® 0 )| < £. 

Pokažimo da fuukcija / ima preldd u tački ж 0 = 0. Како je 
Jnn + f(x) = 1 i Jim_ f(x) =-1ф /( 0), 

iunkcija / je neprekidna u nuii sa leve strane, ali nije neprekidna u toj 
tački. U stvari. funkcija / lina prekid prve vrste u auli. 


b) 2a datu fu nkciju, zvanu Dirihieova funkcija } je u u zadatku 4.5 pokazano 
da nema granuičnu vrednost ni u jednom realnom broju. pa je zato 
prekidna u svakoj tački x Q £ R. Sada ćemo to doka.zati na drugi način. 
Neka je ,г 0 6 Q (Drugi siučaj, ođnosno x Q 6 I, se dokazuje slično.) 

Polcazaćemo da postoji e > 0 takvo da za svako 6 > 0 postoji х 6 R 
(г zavisi od б) sa osobinom 

|г — г* 0 | < б | D(x) ~ D(x Q )\ > e. 

Uzmimo £ 1/2. Tada za svako б > 0 postoji iracionalan broj z$ 

takav da je — г 0 | < б. Tada važi 

\D(x 5 ) - D(x 0 )\ = |0 - 1| = 1 > 1/2N 
Koristili smo činjenicu da je skup I iracionalnih brojeva gust ц sicupu 
racionalnih brojeva, tj. u svakoj okolini racionalnog broja x Q postoji 
bar jedan iracionaian broj. 


Ustvaii, u proizvoljnoj okolini broja x Q £ Q postoji beskonačno mnogo ira- 
cionainih brojeva. 


5.6. 


Pokazati da je funkcija f prekidna za svako х £ R, ako je 



* e Q; 

х £ R \ Q. 


5.7.. Ako je funkcija f prekidna u svakoj lački x Q £ R ; da li to tada važi i 
za funkciju / 2 ? 


Rezultat. Ne obavezno. (Videti prethodni zadatak.) 

5.8. Pretposta vi m o da funkcija / : (л, fc) — ► R tma sledeću osobmu u tački 
€ (a t b) : 
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a ) № > 0) (ЗЛ > 0) (V* e («, b)) \f(x) - f(x 0 ) | < e ^ |a. - x Q \ < б ; 

b) (Vi > 0) (Зе > 0) (V* € (a, b)) \ f(z) - f(x 0 )\ < e =* \x - ш 0 | < б ; 

c ) (Vb > 0) (Зг > 0) (Vx £ (a,b)) |x- — ж 0 | < б => |/(.г) — /(.г- 0 )ј < s. 

č>ia se moze reći o neprekidnosti funckcije f u tačkt x Q T 

R.ešenja. Odredićemo tri lunkcije koje redom zadovoijavaju date implikacije 
u b) i c) respektivno, ali niti jedna od njih neće biti neprekidna u tački 
x 0 . To pokazuje cla su u đefiniđji 5.1 bitni kako redosled 'kvantifikatora tako 
i smer implikacije. 


a ) Posrnatrajmo funkciju / datu sa (siika 5.1): 



Siika 51 * Siika 5.2. 


Očevidno je da je ova funkcija neprekidna na skupu R \ {1}, i da 
irna piekid prve vrste u tačlci x Q = 1. Medjutim, pokazaćemo da data 
funkcija u tački x Q = 1 zadovoijava navedeni uslov pod a). U tom сПји, 
za e > 1 stavimo б := e - 1. Tada za svako х £ R važi 

I /(*) “ /(1)1 < e ^ \x ~ 1\ < б. 


(5.3) 
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Дко јг> £ < t t stavimo б := £. Tacla je skup :i;~ova većih od 1 za koje 
važi ncjednakosl |/(:к ) — /( 1 )| < s prazan, paje implikacija (5.3) tačna. 
Za х < 1 vivži 

I “ /(1)1 <£ *=* I* - 1| < e. 


b) Fimkcija / data sa 


r 2 , r T 0; 

1, х = 0. 


ima osobinu b) u svakoj fcački x 0 € R Pokazaćemo to samo u fcački 
x 0 = 0, h kojoj / ima ofcklonjiv prekid. (Zašfco?) 

Za dafco б > 0 izaberirno e > 0 tako da je 1 < e < 1 + б 2 (na primer, 

б 2 v , л 

E i T — )- Tada za svalco х £ R \ (0) važi 


(1 н< 

) - /(0)1 - I 

r 2 - 

l| < X 2 4- 1 

< <0 


=► (1* - 0| : 

= хД 

i: | 2 + l - 1 

< y/T~- 

funkc.ija / 

data sa 





r 

х 2 — 

4x 4- 5, 

х > 2 


/(*) = 


o, 

х = 2 


l - 

- х 7 -j 

- 4.r — 5, 

х < 2 


(slika 5.2). Dafca funkcija irna prekid prvog reda u tački x Q = 2, i 
neprekidna je na skupu R\ {2}. Pokazaćemo da / zadovoljava dati 
uslov u tačlci x Q = 2. Naime, za dafco <5 > 0 stavimo e := 1 H- r5 2 Tada 
za svako rr; G R važi 

(|:e - 2| < Л) =* (|/(*) - /(2)1 = 1 -I- (* - 2) a < 1 4- б 2 = e). 
Prirnefciirio da uslov г.) daje sarno ograničenost funkcije / u nekoj 
okolini tačke x Q , 

5.9. Pokazati da ako je funkcija f : (o., b) — + R neprekidna u tački аго € 
(«,/;) ? va.ii f(x Q ) ф 0, tada posioji 5 > 0 sa osobinom 

a) (Vn- g (a,b)) \x - ж 0 | < S =t> f(x) > пко / е f( x o) > п; 

b) (V.r G (n, 6)) |:e - i'o| < <5 =4 f(x) < ако je f(r.„) < 0. 

Rešenje. Pokazaćemo samo slučaj pod a). U fcom cilju, pretposfcavimo 
da je f(xa) > 0- Na osnovu definicije neprekidnosti / u x Q , za e r= 
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posi.oji r 1 ) > 0 tako da važi implikar.ija 


(V х £ (a,b)) |.r - x 0 \ < б | f(x) - f{x o)| < — - 

Dakle za sve х £ (ft, b) sa osobinom r 0 — б < х < r 0 T б važi 

(_лг4 < /w _ /(lll) < Л|4) . (!Џ < л „ < 


Primedba. Zadatak 5.9 daje sledeću važnu osobinn neprekidnih funkcija u 
fcački л; 0 u kojoj je /(л; 0 ) ф 0. Naime, tada postoji infcerval (r 0 - M'*o T б) 
na kome je funkcija / istog znaka kao i broj /(r 0 ). 

5,10. Ispilati neprefcidnost. sledećih funkcija u tački 0 : 


a) f(x) 


х ф 0; 


1, х = 0; 


b) л*) = 


* Ф п; 


1, % = 0; 


sin ( - ) , з: ^ 0; х sin ( - , х / 0; 

c) f(r)=l d) /(*)=| 

1 C, z = 0; i 0, z = 0. 

U zadal.ku pod c), C označava nelci realan broj. Predlažeino čitaocu da. 
pokaže neprekidnost oviti Гипксјја na. skupu R\ (0). 

Rešenja. 

a) Pokažimo da je / neprekidna u tački 0. Na osnovu granične vređnosti 
E\nx 

Iiiti = 1 imamo 

X — 0 х 

sin х sin х 

lim f(x) = lim = lim 1 * 

љ— »0 + ’ X— o-f- Г Ж—0+ r 


б1П * T 

lirn f(x) — lim 

r __» 0 _ .т— * 0 — X 


tim Sl --- = 1 

г— *0— — r 


Posto je i /(()) = 1, iz teorerne 5.1 sledi da je / neprekidna u 0. 


h) Pošto je 


. sm х sin х ' s . 

lim f\x) - lim — r" =" nm = 1 i 

x -_* 0 .|_ J ' x-.o+ I r I x-*0+ х 


s , sin х sm х 

lirn f(x) = lim , г - = hm = “1* 

*-.0- v r-m- r I х— +o— — х 



160 


GLAVA 5. N EPREKIDNOST FUNKCJJE 


to dala (uiikcija ima prekid prve vrste u tački 0. 

c) Pokaz&ćemo da u ovom siučaju / nema graničnu vrednost u 0. Ako je 
Ж " = — • n 6 N 1 < = (- 4n + 1)jr . " € N, tada važi Jirn^ * n = 
Х ‘ п = pošto je 

Um f(x n ) = lim sm(n7r) = 0 i 

71— +00 71— >СО \ / . 

lim f(x* ) = lim sin ( (4n+ 1)— ^ = 1 

П -fOO n/ П-7СО * Ј 2/ ' 

to na osnovu definicije 5.2 sledi da / nema graničnu vrednost u 0. 
Dakle, na osnovu teoreme 5.5 sledi da, nezavisno od lzbora broja C\ 
hmkcija / ima prekid druge vrste u 0. 


d) Pokazaćemo da je / neprekidna u 0. Za dato e > 0 izaberimo б : = e. 
Tada. za svako х 6 R sa osobinojn 0 < |;c - 0| < б važi 

1/0) - /(0)1 = \x sin ~ - 0| < |aj = \x - 0| < б = e. 

DakJe hni f(x) = 0 = /( 0), i iz teoreme 5.5 sledi neprekidnost / u 0 
(videti siiku 2.4). 


5.11. Odvediti lačke prekida i njihovu vvstu za sledeće funkctje: 

( 1, х > 0; 

a) agn*:=( 0, * = oj b) Дх) = B gn 2 *, * € R. 

I — 1 , х < 0; 


R.ešenja. 


a) Poštoje x «m + egn* = 1 i Jim_egn* = -1, to / ima prekid prve vrste 

u 0 (slika 5.3). 

b) Posto je sgn 2 ;c = 1 za х ф 0, to sledi da / ima otklonjiv prekid u 0. 


Л. I NEPREhinNOST FUNKCIJE U TAĆKI 



Slika 5.3. Slika 5.d. 

5.12. Odrediti tačke prekida i njihovu vrstu za sledeće funkcije: 
a ) /(*) = [*], a;6R, b) f(x) = ax + b(x], х 6 R, 6ф 0; 

c) f(x) = x[x], X € R; d) f(x) = [z] >т\(кх)> х 6 R. 

Rešenja. Očevidno su sve čellri ove funkcije neprekidne na skupu R\ Z. 
Ispitajmo zato šta se dešava u celim brojevima. 

a) Iz deJmicije funkcije f(x) = [хј, tj. one koja dodeljuje svakorn realnom 

broju х najveći ceo broj koji nije veći od .г, sledi da / irna prekid prve 
vrste u svakom celom broju k (slika 5.4). 

b) Odredimo levu i desnn graničnu vrednost funkcije J ц proizvoljnorn ceiom 

broju k : 

iim (ах + b[x j) = ак + bk = (a + b)k i 

х — *к-\- 

lim (ах + 6[жј) = ак + b(k - 1) = (a + b)k - b. 

Pošto važi b ф 0. to sledi da / ima preldde prve vrste u svakoj tački 
k 6 Z. 
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c) U bvčki :i: у = 0 f'iitikcija / je neprekiclna jer je /( 0 ) = 0, i važi 

lim ж[ж| = 1 i rn х ■ lim f.r] = 0*0 = 0 i 

r — * П + х — О - 1 - . r — 0 + 

lim x.[x] = lim х lim [ж] = 0 ( — 1 ) = 0 . 

Ako je А: € Z \ {0}, tada je 

lim :r;[r] = lim х * lim fr] = /с ■ Ат = k 2 i 

.т—»Аг-}- т— *к-\- т~~*к- (- 

lim :i;[r] = lim х lim (ж) = к * (A: — I ) = к г — k . 

Dakle, clata (unkcija ima prekidc prve vrste u svakoj iački skupa Z\{()}. 

d) Leva i desna granična vrednosi funkcije / u iačld A: E Z su jednake nuli, 

јег je 

lim [:?:] • sinfrrr) = k Гпп sin(7rr) = 0 i 
:r— *fc 4 - * ' Г— vM- 


lim [x\ * sin(7rr) = (/;: — i) iim s i n ( тг rc ) = 0. 

х — x~~*k — 

Pošto je i /(/;:) = 0, iz teoreme 5.5 sledi da je / ueprekidna i na skupu 
Z. 

5.13. Odredili t.nčke •prekula i njihovu vrsiu za sledece funkcije: 


o /(*) 


c) /(.т) = 


f - l -1 , т ф 0 ; 


0 , т = 0 ;. 


b) /( т) 


т ^ 0 ; 


0, X = 0; 


egn(ein(^)) , X Ф 0; 


ж = (). 


Rešenja. 

a) Na, osnovu smene .т = \ /I \ i = [/.] k r(/) } gde je 0 < r(/) < I , sledi 

lim — = lini (/ — r(t)) — +oo, 

х— ‘ 04 - [тЈ t-*+oo 

A nalogno je Пш [i /т] = -oo. To znači da / ima prekid druge vrste 

. r — ‘0 — 

u 0. 

Nelca je a* ф 0 . Tada, ako stavirno х = i //, dohijamo da / ima prekide 
prve vrste u tačkama 1 /fc, A: £ Z. 
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b) Pošlo je lim х [i /т] = i, funkcija / ima otklonjiv prekid u 0 . U tački 
х = I //;:, k £ Z \ {()}, važi 

ГЈ1 1 Г 1 1 1 k 1 /с - 1 

lim ж - = lim ( 7 + 5 )' 7 - 77 7 — = 7 ' hm ; - — 

T „^g/fc 4 - и т c— * 04 - /;: Ll/A: -f гЈ A; c— * 04 - [ L -{- A:£j 

Slićuo se pokazuje da je Пш х [l /ж] = 7 • к = 1 Dakle, / ima 

. r — *• l / fc — " /с 

prekide prvog reda u tačkama 1 /fc, к £ Z \ { 0 }. 


c) Ispitajmo prvo neprekidnost funkcije / u 0. U tom cilju, krenimo od dva 
niza koji konvergiraju ka 0 : 


r, n £ N, i x' n 


n £ N. 


■ n ~ у 7 г( 1 + 4n) ’ ‘ ' tn - V < 3 + 4 ^) 

Tacla ie lim /(.т„) = +co i lim /(:<) = -oo. Dakle, / nema ni 

n — ‘CO n — ‘OO 

levu ni desnu graničnu vređnost u nuli, pa / ima prekid druge vrsfce u 


Ostaje nam da ispitamo tačke ±~=, к £ Z \ {0}; pokazaćemo da / 

vr! 

ima prekide prvog reda u fcim tačkama. U fcom cilju, oclredimo leve 
i desne granične vrednosfci funkcije / u tačkama -^=, /с G N (osla.li 
slučajevi su analogni): 

] / \ 

Т(5тЈ 

= lini — 7 =— ■ Sgn ( sin — Ц=- ) = (*: - 1 ) ■ sgn(sin к), 

— o+ [( I -I- ел/£) 2 Ј V (1 + eVfc) 2 / 




lim j 

e— * 04 * I ( 1 


* sgn sm 


тН’ 


= lim L__ . sgn ( sin 7 ^— =- ) = к • sgn(sin к). 

1(1 - e ч/ 1) 2 . V ( 1 - £ Vk) 2 
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Pošto su ieva i đesna granićna vrednost funkcije / u tački — k 6 N. 

у k 

različite, / ima prekide prvog ređa u taćkama — к £ N. 


5.14. Акоје mocjuće , odrediti konstantu C tako dafunkctja f bucle neprekidna 

( ja: I - х . 

Чт-> 

Xq = 0; 


b) /(x) = 

c) /(s) = 

d) /(*) = 

e) /(*) = 


u tačhi x 0i ако je 


|г| - х 

X 2 ’ 

г-^0; 

о 

II 

о 

н 

C, 

г = 0; 


I* + 1| 

x + 1 ! 

г ^ -1; 

г 0 = -1 

c, 

г- = -1, 


f 1 

ехр a; H — 
V х 

) > x Ф 0; 

н 

о 

II 

о 

c. 

х = 0, 


cos 2 (l /х), 

C, 

х ф 0; 
х = 0, 

х 0 = 0; 

х ln г 2 , а/ 0j 

C t х = 0* 

Н 
: С 

II 

о 


Rešenja. 

a) Fnnkcija / se može zapisati kao 

; 

/(*) = \ 


0, X > 0; 

2 

“ > ж < 0; 


[ C % X = 0. 

Dakie važi Jlim^ /(ж) == +oo i iirn^ f(x) = 0 5 što znači da / 

irna prekid druge vrste u tački 0, aezavisno od vređnosfci broja C. 
Specijaino je za C = 0 funkcija / neprekidna sa desne strane, jer je 
tada /(0) = lim f(x) = 0. 

Х'*~+0-ј- 
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b) Pošto je funkcija / jednaka 

( -1, х < -1; 

/(*)={ 1, *>-li 

{ C, х = -1, 

ona нпа piekid prve vrste u tački Xq — — l.ZaC ! = — 1, / je neprekidna 
sa leve strane, dok je za C = l neprekidna sa desne strane. 

c) Poši.o važi sledeće jednakosti: 

, l i‘o- /(:E) = J“S- exp ( ж + l) = 0 1 /(*) = Дт. ехр (* +f)= +oo, 

(;o hmkcija / ima prekid druge vrsfce u tačld 0. Za C = 0, funkcija / je 
neprekidna sa leve sfcrane u 0. 

d) Pošto granica funkcije f(x) = со&Ц1/х 2 ), х ф 0, u tački 0 ne postoji, / 

inia prekid druge vrste n 0. Usfcvari, ni za jednu vređnost C funkcija / 
ne može bifci ueprekidna sa bilo koje sfcrane ц 0. 


e) Kako je 


lim х In х 2 = lim 2 х In | х j = — linr 

— i-fl n * * > 1 _ 


i-H-oo i 


pa je / neprekidna u 0 ako je /7 = 0. odnosno ima otldonjiv prekid u 
0 ако je C ф 0. 


5.15. Odredili kousUnilu (> , ако je moguce } iako da funkcija f bude перге- 
kidna u datoj iački ;Го, ako je: 


{ х - 3 

C, X = 3, 


x 0 = 3; 


b) /(*) = 


C х 3 + 3, х > 0; 

х' г , х < 0, 


•г 0 = 0: 


c) /( х ) 


4 cos 2.г* г < — ; 

“ 2 ' 

С(х 2 + 3), *>|, 


Ж ° = 2 1 


d) /(*) = 


ln(* - 2) * ' 1 

C -|- 3, х < 2, 


•г- 0 = 2. 
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Reziiltati. 

a) Data funkcija je neprekulna u tacki г- 0 — Л ako je C = ~ 

6 

b) Data funkcija ima prekid prve vrsfce u fcački т 0 = 0, i ni za jednu vrednost 

konsfcanfce C' ne može bjfci neprekidna u fcoj fcački. 

c) Dafca funkcija je neprekidna u fcački a: 0 = ж/2 ako je C — 0. 

d) Dafca fimkcija je neprelcidna u fcački .т 0 = 2 ako je C = —3. 

5.16. Ako je mogvćn, odrediti konslnnle a, h i c, tako da sledeće funkcije 
budu neprektdne na, njihovim domenima: 

*) д*) = | 

' i i_ 

jE - T -- - ~ l } , ® i (-1,0, 1}; 

c) f(x) = i - 1 

a y х = —1; 

* = 0; 

® = i; 




Rešen ja. 

a) Posfco je 

Гпп /(т) — !im 2.т = —2, ]im fix) = lirn (х 7 ~ka.x-\-b) = I + a+6, 

Ж - 1 + X— <■— l-|- х— fl-{- 4 X— »1-f 

liin Лт) = lirn 2т = 2 T lim /(т) = lim (т 3 + ат + 6) = 1— a + b T 

л:— »{— ' х — *■ 1 — r — 1 — — l — 

to je funkc.ija / neprekidna na R samo ako je 

2 = 1 + a + b i —2=1 ~~ a + b. 

Dakle, fcreba uzefci a = 2 i b = — 1 . 
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b) Pošfco je lirn /( х) = —co, funkcija / ima prekid druge vrsfce u х = —2. 

X 1 2-r 

nezavisno od izbora broja a. Medjufcim, pošfco je 

(r _ 2) 2 т - 2 

lim f( х) = lim — = — = lim — = 0, 

/ je ncprekidna u fcačlu 2 ako je b = 0. 

c) Pre svega, važe jednakosti: 

lim f(x) = +oo , lim /(т) = —1, Jim /( т) = 0. 

х — + — I — х— »0 х— »1 

Iz n jih sledi da / ima prekid druge vrsfce u т = — 1, nezavjsno od izbora 
broja a: za b = — 1 ona posfcaje neprekidna u 0, i, konačno, za c = 0 
funkcija / postaje neprekidna u fcačlci 1. 

d) fz jeduakosti lim /( т) = 1 i liiri /( т) = 7г/2, (proveriti!) sledi da za 

Х—+0 * X — » ТГ 

a = 1 i b — 7г/2 funkcija / posfcaje neprekidna па svom domenu. 

5.17. Ispiiah neprekidnost stoženih funkcije f o g i g o / na R. ako je 
/(:>•') = sgn з:, х £ R, i 

a) fj(x) = 1 -I- :i: 2 ; b) g(x) = x( \ + х); c) g(x) = 1 + х — [т]. 
Rešenja. 

a) Funkcija f(g( т)) = sgn (1 + т 2 ) = 1, х € R, je neprekidna na R. Medju- 

\ 2, Т < 0; 

tirn, funkcija g(f( т)) = 1 + (sgn.T ) 2 = < 1, х = 0; ima otklonjiv 

l 2, х > 0, 

prekid u fcački 0. 

b) U ovom slučaju je 

Г -1, ~1 < х < 0; 

f(g(x)) = sgn (т( 1 + х)) = < 0, т = -1, х = 0; 

1 1, х < — 1, х > 0, 

.<?(/(:>•)) = s gn x ( l + sgn т)) = ( 2 ’ l > o’ 

Obe funkcije imaju prekide prve vrsfce 11 fcački т = 0; funkcija f og inia 
fcakodje prekid prve vrsfce u fcački т = — 1. 

c) Obe složene funkcije su neprekidne, jer je 

f(g(x)) = sgn (1 + х - [,;]) = 1, g(f(x)) = 1 + sgn X - [sgJt t] = 1. 
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5Л8. Pokazati da monolona Јипксгја rnože imaii samo prekule prve vrste . 

5.19. Ako je funkcija f : A C R — * R neprebidna na kompakinom skupu 
K C A , tadaje njen skup vrednosti f(K) := {?/ € R| (Зх* 6 /Г) т/ = /(ж)}, 
iakodje kompaktan skup . 

Rešenje, Skup ДА ) može biti ili konačau ili beskonačan. Ako je f(K) 
konačan. fcada je zatvoren i ograničen, pa je prema tome f(K) kompaktan 
skup. 

Alco f(K) ima beskonačno mnogo elemenata. tada je za kompaktnost 
skupa f(K) dovoljno pokazati da svald njegov beskonačan podskup S C 
f(K) ima tačku nagomilavanja koja pripada f(K). U tom cilju, stavirno 

T:= {xeli\ (3 yGS) у = f(x )} . 

Pošto je / funkcija, skup T je takodje beskonačan. Sa druge strane, pošto 
je 2 pođskup kompaktnog skupa Ii , to on ima tačku nagomilavanja a,*o koja 
pripada K . Pokazaćemo da je f(x 0 ) tačka nagomilavanja skupa S. Neka je 
(^rOneN ne ^i niz iz T koji konvergira ka x 0j sa oso'binom da za svako n 6 N 
važi x n ф x 0 . Pošfco je / neprekidna u £ 0) na osnovu deiinicije 5.3 važi: 

Шп /(* n ) = /(lo), 

što znači da je f(x 0 ) tačka nagomilavanja skupa S. 

5.20. Ispiiati neprekidnosi sledećih funkcija: 

a) /(a:) = A™ 2T^' x * °’ b) /(ж) = * e R-i 

c ) /(*) = Уз + x* ,n , X 6 R; d) Дж) = lim (1 - sin 2 ' 1 ж), х 6 R. 


e) f(x) = lim . 

n-*oo 2 + (2sinx)' ln ' 

Rešenja. 

a) Pre svega važi: lim x n = 


х e r. 


0, 

г* G (0, 1); 

1, 

x = !; 

±oo, 

г* > 1. 


f 1/2, 0 < х* < 

/(*) = 1 

! L / 3 , х = 1; 


0 .г* > 1. 


pa / ima prekid prve vrste u tački .г* = 1. 
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Primedba. Ovaj primer pokazuje da funkcija dobijena kao granica niza 
neprekidnih funkcija ne mora biti neprekidna. 

b) Lako se pokazuje da je f(x) = sgnz, tako da funkcija / ima prekid prve 
vrste u tački х = 0. 


:) Pokažtmodaje f(x) = 


1, |.г*|<1; 


m > к 


Za |x| < i važi 


л/3 < \/3~+ x 4 » < 


= Уа, 


Дх) = lim \/3 + х' 1 " = 1. 


r:| > 1 vazi 


f(x)= iim 73 + x 4n = lim х 4 (71 

n— foo n~~+oo у 

Daklu, granična funkcija / je neprelddna na R. 


1 + — j— = x‘‘. 
x-4 n 


d) Funkcija / irna otklonjive prekide u tačkama (2A- + 1)тг/2, k e Z, pošto 

je jedriaka 

^ / (2^ + 1)тг/2, A; £ Z; 

\ 0, ж = (2A: + 1)тг /2 3 k e Z. 

e) Krenimo od sledećih relacija: 

1 2 st n :l* j < 1 (dk (E Z) ja; — A: 7Г J < 7Г / 6 , 


|2 sin .т| > 1 (3 k e Z) 

Dakle, granična funkcija / je jednaka 


(3* € Z) J < |x - Л:7Г | < — . 
' 0 6 


f х/2, | sin x| < 1/2, tj : |x - Ајг( < тг/6, ke Z: 

/(х) = < х/3, j sin x| = 1/2, tj. х = Лтг±7г/6. k 6 Z; 

l 0, j sinx| > 1/2, tj. тг/6 < јх - Лтг| < 5ж/6, k € Z. 

'J tačkama ж* = ктт ± 7г/6. k £ Z, f ima prekide prve vrste. 

5.21. Ispiiah neprekidnost siedećih funkcija: 

a) Dirihleova funkcija: D(x) = lim ( iim cos n (7rm! х)) , х 6 R; 

b) /(•''•') = х • D(x), i/de je funkciju D definisanu u a); 
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c) Rimanova funkcija: 

{ L m 

х - — , m 6Z, пб N, nzd(m,7i) = 1; 

0 , ; t:£R\Q 

Uporediti funkciju D \z zadatka a) sa onom iz zadalka5.5 b). U c), nzd(m, n) 
označava najveći zajednički delilac brojeva m anđ n. Лко je nzd (m,n) = 1, 
tada su m i n medjusobno prosti brojevi i razlomak m/n se ne može skratiti. 

Rešenja. 

a) Prvi metocl. Neka je prvo х rađonalan broj, fcj. х = - za neko p £ Z i 

<7 

q G N Tada za m > г/ važi 

m! .т = m! ~ = L 2 (<7 — l)(g + 1) • ■ • m ■ p, 

dakle m! х je paran broj. To povlači cos(7rm!x*) = 1, ili D(x) = t za 
svako х £ Q 

Ako je х. iracionalan broj, tada ni za jedno m £ N nije m! х ceo broj. 
Ali fcada važi | cosf 7г??г! :т;)| < 1, šfco povlači 

I i in cos Tt ( 7г m ! х ) — 0 . 

TL — *-00 7 

Uzimarijern granične vređnosti ieve i desne sfcrane zadnje jednakosti 
(lcada m co), dobijamo 

(V*€R\Q) D{x) = 0. 

Tako smo dobili isfcu funkciju kao u zadatku 5.5 b), gde smo dokazali 
da je funkcija D prekidna u svakoj tački гт; £ R. 

Drugi mefcod . Dokazačemo ponovo da je D prekidna u svakoj tačlu 
realne prave, ali koristeći definiciju 5.3. 

Лко je ж 0 proizvoijan realan broj, tada postoje dva niza, (r Tl ) 7ieN i 
( ? n)n6N prvi racionalnib, a drugi iracionalnih brojeva, koji oba kon- 
vergiraju ka x 0 . Tada je 

Inn r n = x Q гФ lim D(r n ) = ]. i lim г п = .т 0 => lim D(i n ) = 0. 

n “ iCO n— CO n-too п-чсо V • 

Dakle, ni za jedno x 0 ERne postoji lim D fx), šfco znači da funkcija 

х— *-зг 0 

D ima prekid druge vrsfce u svakoj tački ж 0 £ R. 

b) Prema a) je | D(x ) | < 1 za sve т G R- Ako je ж 0 = 0, fcada za svako e > 0 
važi 

\f(x) - Д0)| = |:i; ■ D(x) - 0| < \x\ = |т - 0| < £| 


■l 
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pod uslovom da je |:т; — 0| < б := e. Dakie, / je ueprektdna u 0. 

Sada ćenio pokazati da je 0 i jedini realau broj u korne je / neprekidna. 
funkcija. Neka je x () G R \ (0) i neka stt (r n ) neN i (i n ) neN dva niza 
racionainih, odnosno iracionainih brojeva fcakvth da je 

liu) 7 n = xq i lim t n = ж 0 . 

n— +oo п— +co 

Tada jc /(»•„) = x 0 ■ J = x 0 i Jnn /(t„) = x„ ■ 0 = 0. 

То znači da / ima prekid drugn vrste u svalcom realnom broju koji je 
različifc od 0. 

c) Pokazaćemo da je Rirnanova funkcija neprekidna u svakom iracionalnom, 
ali je prekidn a u svakom racionalnom broju. 

Neka je prvo x 0 G R\Q. Posmatrajmo niz racionalnih brojeva (rfc)fceN 
koji konvergtra ka л; 0 , gde je rf. = — -, i pretposfcavirno da je 

n k 

nzd(mjt, njt) = 1 za svako k G N. Tada važi lim пи — Too, pa je 

к~~* oo 

lim R(r k ) = lirn /?( — )= |im — = 0 = R(x 0 ). (5.4) 

k—*oo V Tlfc / к — oo Uk f 

Očevidno je dazasvaki niz iracionalnih brojeva (?/)^p N koji kouvergira 
ka .То važi 

lim R(i k ) = 0 = R(x 0 ). f 5.5) 

k — +oo 

Ako spojimo relacije (5.4) i (5.5), to sledi da i za svaki niz realnih 
brojeva (^jt)jteN koji konvergira ka т 0 važi 

lim R(xf.) = 0 = R(x 0 ). 

k — +oo 

To znači da je R neprekidna u svakom iracionalnom broju. 

Neka je sada т 0 racionaian hroj oblika т 0 = — , gde je nzd(m, n) = 1 

n 

Tz (lcfinicije funkcije Л sledi R(x 0 ) = Stavimo sada r k := (mk + 

77 . 

t )/(«*), k e n. o vaj niz racionalnih brojeva konvergira ka т 0 kada 
k — + oo; medjufcim, važi 

lim R(r k ) = lim \ = 0 ф - = R.(x 0 ). 

к -> co k —> co ПК П 

Dakle, funkdja R irna prekid tt svakom racionalnom broju. 

P rimedba. Prema zadatku 5.21 c), Rimanova funkcija je neprekidna van 
skupa racionalnih brojeva Q, čija je Lebegova mera imla. Prema fceoremi 
8.1.4 iz [!.), ona je Lcbeg™ (ali ne i Rirnan-) infcegrabilua nasvakom konačnom 
intervalu. 
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5.22.. Funkcija f : R — * R je data sa 

{ 0 , * = 0 | 

/(*) = < 1 /*, * € Q \ {0}; 

( х , жЕ.1 :=R\ Q. 

a) Pokazati da je f bijekcija . 

b) Ispiiati neprekidnost funkcije f u iačkama х' = 1, x n = -1 г aj /y/ = 0. 

c) Ispiiaii neprekidnost funkcije f u tačkt x 0 6 R- \ {-1,0,1}. 

Reaenja. 

a) Treba tla pokažemo da je / injekcija, tj. 

(Va:j , X 2 € R) Xi Ф x 2 => f(xj) Ф /( ж 2 ), 

i aurjekcija, tj. 


(Vi/ € R) (3* € R) »=/(*)• 


U tom cilju, stavimo 


0 • Q \ {0} -н- Q \ {0}, g(x) = 1/ж 

i 

(5.6) 

НЧ 

i 

JH 

1! 

&2 

(5.7) 


Primetimo da je / = g na skupu Q \ {0} i / = h na skupu /. Jed- 
nostavno se proverava da su i g i h bijekcije. Pošto je unija njihovih 
(medjusobno disjunktnih) defmicionih skupova sicup 


■S:=(Q\{0})U/ = B.\{0}, 

a takodje je i unija njihovih (ponovo medjusobno disjunktnih) skupova 
vrednosti S t to je / bijekcija na S. 

Najzad, pošto je f(x) = 0 ako i samo ako je х = 0, to sledi da je / 
bijekcija na celom slcupu R. 

b) Pokazaćemo neprekidnost / u tački х' - 1 koristeći definiciju 5.3. Neka 
Ј е ( x k)keN proizvoljan niz pozitivnih reainih lcoji konvergira ka х * = 1; 
nije restrikcija ako pretpostavimo da je x k ф 0 za svako k 6 N. Naš 
zadatak je da pokažemo 

lim /( x k ) = 1 (= /(1)). (5.8) 

К — КХ) 

Neka je s > dato. Označimo 

Лх = {k € N| x k € Q \ {0}} i i4 2 ={*€N|*ib€R\Q}. 

Tada važi tačno jedan od sleđeća dva iskaza: 
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(A) oba skupa A\ i Л 2 su beskonačna; 

(B) jedan od skupova A\ i A 2 je konačan, a drugi je besiconačan. 


U siučaju (A), za j = 1.2, važi 


lim XI, = 1. 
oo t k€A 


(5.9) 


Uvedimo broj i kao sledeći infimum: i := inf{|xjtj j к € Л a } r Jasno 
je da.je i > 0. Ustvari, pokazaćemo da je i pozitivan broj. Ako je 
i = 0, ta.da postoji podniz (.гч -J/eN niza (x k ) keAi lcoji lconvergira lca 
0; primetimo da je svaki elemenat x kl gornjeg podniza različit od 0. 
Medjutim, postojanje takvog podniza je u kontradikciji sa (5.9), što 
znači da mora biti i > 0. 

Na osnovu defmiđje fnnkcije / važi f(x k ) = — , k 6 A u pa iz nejed- 

x k 

nakosti i > 0, sledi 


i f( x k) - 1| 


N- u 


< (infdaifcj J k 6 <li } ) 1 • \x k - 1| = i _1 • |г- А - 1|. 

• (5.10) 

Za dato e > 0 izaberimo k\ E N fcakvo da je 

(V&E/ii) k > ki =$> (\x k — Ij < i • £). 

To poviači 

(VfceA,) k > ki =*• \f(x k ) - /(1)| < Г 1 •(!•£) = e, (5.11) 


Pošto za svako k £ A 2 važi f(x k ) = x k , za dato e > 0 postoji k 2 6 N 
takvo daje 

(Ук £ A 2 ) k > k 2 => (| f(x k ) - /(1)| = \x k - 1| < e). (5.12) 

Sada na osnovu (5.11) i (5.12) dobijamo sledeća nejednakost. 

(VA; € N) k > m&x{k lt k 2 } => j f(x k ) ~ /(1)| < e t (5.13) 

što znači da je pod prefcposfcavkom (A) funkcija / neprekidna na R. 
Slučaj (B ) je nešto jednostavniji i ostavljamo ga čitaocu za vežbu. 

Dokaz neprekidnosfci funkcije / u tački х" = —1 je potpuno analogan 
prethodnom dokazu, pa ga takodje izostavljamo. 

Najzad, pokažimo da je / prekidna u tački х ш = 0. Očevidno je 
hm f(x) = lim х = 0 = /(0). 

r— f0 ( a;fcl x*-fO, iciEl 
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7л racionaln.n l>roj х takav da је |ж| < 1 važi 

I I( x ) ~ Д°) | = \f('-r.)\ = > t 

F1 

izaherimo £■:=-. Tada za svako б > 0 postoji x s £ Q 5 :r ^ 0, takava 
da važi 

i*«i < <5 =► \f(xs)- m\ > \ >e. 

То znači da granična vrednosl. lim / ( х ) ne može bif.i jednaka 0 

r~*o, 

(ustvari, ofia i n e postoji), pa iz teoreme 5.5 sledi da / ne rnože hiti 
neprekidua u 0. 

c) Pokazaćemo da je / prekidna u svakoj tački skupa R\ {-1,0, l) Neka je 
prvo :?: 0 6 Q \ { — 3,0,1), Tada za svako k £ N postoji ivacionalan lrroj 

* г Т> f- ж 0 , koji pripada intervahi (:r 0 - - , ж 0 + -), pa je lirn x k = .т 0 . 

/г k А*~их> 

Medjulirn, tadaje 

lim /(.1.4.) = lim жј. = ,т 0 ф — = /(.т 0 ), 

— *■ 00 k — ► 00 Т 0 

što povlači da je / prekidna 11 ж 0 . 

Drugi slucaj, tj. kada je т 0 £ I, je analogan prethodnom i ostavljamo 
ga čitaocu za vežhu. 

5.2 Uniformna neprekidnost 

DeH nicija 5.0. Funkcijn f : /I C R — »■ R je uniformno neprekidna na 
skupu A C Л ako za svako e > 0 posioji broj б > 0, koji zavisi saino 
od e, lakav da za svaki par X\,x 2 £ Л" sa osobinom j :г t — x 2 \ < б važi 
1/( г ») — f(x 2 )\ < E. 

Koristeći iogičke sirnhole, definicija 5.29 se može napisati nasledeći način. 

Vunkcija f : Л C R — > R je uniformno neprekidna na skupu X C Л 
ако х samo ako je 

(Уе > 0) (Зб > 0) (Vti , x 2 £ X) јт) - т 2 | < б => |/(т 1 ) - /(т 2 )| < е. 

(5.14) 

Jasno, nnilormno neprekidna funkcija na slcupu X jo takod je neprekidna 
u svakoj tački togskupa. Kako ćeino videti u zadatku 5.24, u opštem slučaju 
ohrnuto tvrdjenje nije tačno. Medjutirn, važi sledeće tvrdjenje. 
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Teorema 5.2. Лко /е funkcija f : Л C R — R neprekulna па kompaktnom 
skupu k C Л, lada je 1 uniformno neprekidna na K. 

Sledeće dve teoreme daju dve važne osohine neprekidnih funkcija na 
kompaktnom skupu, odnosno ua zatvorenom ograničenom mtervalu (Imji 
je, dakle, takodje kompakt.au skup). 

Teorema 5.3. Лко je funkeija f Л C R — + R neprekidna na kompaktnorn 
skupu K C Л, lada dostiže svoj rninirnum 1 maksinmm na skupu K. 

Drugim rečima, postoje dva hroja т т i хд/ iz K sa osohinom da za svako 
х £ K važi 

f( x m) < f(x) < /( X M ). 

Teorema 5.4. Nekn je funkcija f : /I C R — *■ R neprekidna na intervalu 
[a,b] C /1, i neka je , naprimer , f(a) < f(b). Tada za svako у, takvo da je 
f(a) < у < f(b), postoji х £ (a,6) Lakvo da je f(x) = у. 

Dnigim rečima, neprekidna. funkcija koja nije konstanta preslikava interval 
na neki drugi interval. 

5.2.1 Zaclaci 

5.23. Pohazali uniformnu neprekidnosl sledećih funkcija. 
a) /( х ) = т 2 - х - 2, х € [3, 6]; b) f(x) = 5x -4, х € R. 
Rešenja. 

a) Naravno, uniformna neprekidnost funkcije / sledi neposredno iz teoreme 

5.2, jer je / neprekidna na kompaktnom skupu [3,6]. Mi ćerno, rned- 
jutim, tvrdjenje pokazati direktno. Za svaki par x x ,x 2 £ [3,6] važi 

I f ( •'*" I ) f( x 2 ) I = |(.Tj— T, — 2 ) — (.T^— Tj— 2 )| = |xj-x 2 ||tH-* 2 - 1 | < ll|xj-x 2 |. 

Odavde sledi da za dato e > 0 možerrio izabrati б : = е/ 11, jer tada 
važi implikacija 

(V.Xi, Т 2 e [3,6]) |tj - x 2 | < 5 =*>• |/(x,) - /(т 2 )| < £. 

b) Pošlo za svaki раг жј,т 2 € R važi 

l/(*i) ~ f( x 2)1 = 5 ' 1 Ж 1 - т 2 |, 

za dato E > 0 inožemo izahrati б := е/ 5. Tada važi sledeća impiikacija 
(V.'fj , X 2 e R) |xj - ж 2 | < <5 =}- |/(xj) - /(x 2 )| < £. 

Primetinio da je ova funkcija uniformno neprekidna na nekornpaklnom 
skupu R (jer R nije ograničen slcup). 
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5.24, Data je junkcija f(x) = — . х’ > 0. Pokazati 

х 

a) da je J uniformno neprekidna na skupu (r:, 1), gde je 0 < c < 1; 

b) d a f nije uniformno neprekidna (ali jesle neprekidna) na skupu (0, I), 
Rešenja. 

a) Neka je e > 0 clato. Za svaki par xi } x 2 iz infcervala (c, I) važi 

i/(*i) - л* 2 )i = < £ ц* а| - - 

X\X 2 c z 

Zato možerno uzeti б := c 2 £, јег fcađa važi 

(4xi t x 2 e (c, 1)) (\х г - x 2 \ < б |/(*i) ~ f(x 2 ) | < e). 

Pifcanje: Zašfco nismo mogli prosto primenifci teoremu 5.2? 

b) Da bi dokazali da funkdja / nije uniformno neprekidna na ofcvorenorn 

infcervalu (0, 1), koristićemo sledeća dva niza; x 7 ; = i n e N. i 

1 ж ' n 
ж п — n ^ i 71 € N. Očevidno, ta oba niza konvergiraju ka 0, tj. 


liin x n = lim x* n = 0. 


Medjufcim, važi 


|/(z n ) - /«)| - |/ (^) - / (^2_) I = |n - (n + 1)1 = 1. 

Ako sfcavimo e := tada za svako 0 < <5 < I postoji n 6 N (koje 
zavisi od <5) takvo da je 


To povlači 


= SRTi) < 


1Л*..-/«)1 = 1>5 = е ' 


Konačno, pokažimo neprekidnosfc funkcije / u svakoj tački x 0 e (0,1]- 
Za dato e > 0 izaberimo 


б min 


Ako je |x* — x 0 | < б , fcada važi 


f fo e 1 

l 2 ' 2xl j 


I /(*) - Л*о)| = K_fsl < gli. - ; a °l < £ . 

П' . -т „ 


X* ‘ Л7 0 
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Primedba. Važno je razurneti da je broj б iz (5.15) zavisio ne samo od £, 
uego i od posmatrane fcar.ke x 0 . U si;vari } u ovom slučaju nije bilo moguće 
odredifci б umformno u ođnosu na .г* 0 . 

5.25. Jspilati uniformnu neprekidnost sledećih funkcija na njihovim dome- 


a ) f( x ) — ln х, a; e (0,1); 


b) f(x) = х - sin г, :c 6 [0, +oo); 


:) /(*)=! X Sin l * € (п ^)i d ) /(.т) 

( 0. ;c = 0; 


e 1 - cos — , г* e (0, l). 


Rešenja. 


*) Pokazaćemo đa je funkcija f(x) = lnx. х 6 (0,1), neprekidna u svakoj 
fcački .г* 0 e (0, 1), ali nije uniformno nepreiddna na ofcvorenom intervalu 
( 0 , 1 ). . 

Neka je x 0 e (0,1) i neka je e e (0, 1) dato. Nejeduakosfc 
\f(x) - f(x с,)| = |lna - lnz 0 | < £ 
je ekvivaleutna sa } 


~£ < ln — <6 

X 0 


x 0 e < х < г* 0 е 


To znači da ako uzmemo б : = tnin{x* 0 — x 0 e c } x 0 e £ — x 0 }, tada važi 
siedeća implikacija: 

(Vx e (0, 1)) |x - .г 0 ј < б |/(аг) - /(ж 0 )| < £* 

Na sličan način se pokazuje neprekidnost logarifcamske funkcije na 
celom intervaiu (0,-i-oo). 

Da bi pokazali da / nije uniformno neprekidna na (0.1), koristićemo 
siedeća dva niza koji konvergiraju ka 0, (x u ) n€N i «) n6N , gde je 

: = — i < : = -Jpi-, za n € N. 

Sfcavimo e := 1/2. Tada za svako б > 0 posfcoji n = n$ 6 N sa osobinom 
da je 

, / , e — 1 


Medjutim, za to n važi 

!/(*-) "’/(*») I = |(-n) - (-(» l))l = 1 > £, 

pa / nije uniformno neprekidna na (0,1). 


b) Pokazaćemo da dafca funkcija / nije uniformno neprekidna na (0,+oo). 
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Neka је г„ = птг i x f n = пк -} — Tađa za clato б > 0, posi oji n = n f5 sa, 

1 71 

osobinom \x n — г'Ј = — < б. Лко stavimo e = ] . , tada za ??. > 2 vazi: 
n 

\f( X n) ~~ /«)| “ П7Г sm(n7r) — | П7Г -f- ~ j si П ( П7Г -i- ј- j 

= I ( — 1 ) n sin — j ( 7 r.Tr -I- ~ - 4 ] (П7Г + — ) > 2 > £. 

п \ n J \ 7Г n ) n 

2 

Koristili smo nejednakost siu г* > -.т, 0 < х < — , Dalde, / nije 

7Г 2 

uiuformno neprelcidna na [0, 1 - 00 ). 

Primetimo da je / pro'r/vod dve uniformno neprekidne funkcije na 
[0, Too) (pokažite to). 

c) Pre svega, х c [0 T 7г) važi nejednakost |/(:i:)| < |.гј. Neka je e > 0 dato; nije 
restrikcija ako pretpostavimo da je 0 < e < 7т. Ako je г* ј; г> £ [0, e/2], 
tada za б j := e/2 važi 

1 Ж 1 “ х ч\ < <>i => |/(®i) - /(ж 2 )| < г { -f х 7 < е . (5.16) 

Ako је г t , г*^ € [e/2, 7г] , fcada važi: 

1/( ж 1 ) - /(* 2 )| = *i sin — х 7 sin — 

х 1 ®2 

. 1 . Ј t . J .1 

= г *1 sm г *2 sin f г *2 sin x 7 sin — 

®2 

^ t .1.1 х л — хп г*1 -f го 

< b’t - г 2 | sin — + :r 2 2sm — cos 

г*! 2x x x 2 2 x x x 7 

S l' 7: i - ‘ ? ’ 2 | -f 2г 2 ~“ < |г т - г* 2 | I - г 2 |. 


Tako dobijamo |/(г*,) - /(г 2 )| < |г, ™ г 2 | (l -f -j Dakle, ako 
£ 2 

izaberemo б 7 := - -- --- ■■ , tada važi siedeća implikactja: 

(У-гч.жг G [£,тг)) |*i - < б 2 => |/(x,) - /(.х 2 )| < е. (5.17) 

Relar.ije (5.JG) i (5.17) povla.če da. ako za dato e > 0 izaberemo б := 
, ( e е г ) 

mm < V , tada važi implikacija 

[2 2 -f e J 

[У х 1 1 x 2 € [0,7г)) | г* \ - г 2 | < б |/(г { ) - /(г 2 )| < £. 
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Time sitio pokazali unifonnmt neprekidnost funkcije / па(0,7г). 

d) Fošfco je 0 £ (0,1), clata funkcija je neprelcidna na (0,1). Sada ćerno 
pokazati da ona nije imiformno neprekiclna na (0,1). 

Neka je г т1 = — i x f n = — — f 4 za n € N. Tada je 

2П7Г ( 2П -f 1 Ј7Г 

litri г п = lim г' = 0. 

n— *o o тг-~*-со 

Sada za dato ć > 0 postoji n — п$ takvo da je 

l : ' ; n ~ г ’^ “ 2?7.(2n + 1 ) 7Г ^ б ' 

Medjutim, za svako n važi 

!/(*») -/K)l = |«Ф (<;) cos2n.Tr - ехр ( (2n | 1)7Г -) cos(2n + 1)?г 


= e X p (—) + ехр > 2 ’ 

što znači da / nije uniforrnno neprekidna na (0,1). 

5.26. Pokazaii da je funkcija f(x) = х ф 0, uniformno neprekidna 

х 

na svakom od iniervala ( — 1,0) г (0,1), ali nije uniformno neprekidna na 
njihovoj uniji ( — 1,0) U(0, !)• 

Rešenje. Na intervaiu (0,1) funkcija / je jednaka funkdji 

1 , x — 0 ; 

• ' t v sin х 

F\ ( х ) = , 0 < х < 1 ; 

х 

sin 1 , х = 1 . 

jasno, F\ )e neprelcidna nazatvorenom intervalu [0, !.), pa je %ato i uniformno 
ueprekidna na [0,1]. Ovo povlaći i tiniformnu neprekidnost / na interva.lu 
(0,1). Anaiogno, funkcija F 2 data sa 

( — sin 1 , х '= — 1; 


-l < х < 0; 


-1, 


х = 0. 
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je uniformno neprekiđna na zatvorenorn intervalu [—1,0], i jednaka je / na 
( — 1,0). Dakic, / je uniformno neprekidna i na ( — 1,0). 

Sada ćerno pokazati da / nije uniformno neprekidna na uniji /1 = 

^ 1 1 

( — 1,0) U(0) 1)- Neka je x n = — — i х* = — - za n 6 N. Ova dva niza 

n + i n + 1 

elemenata iz skupa A konvergiraju ka 0 kada n — *• oo. Za dato б > 0 postoji 

n — ns sa osobinom |.г* п — х' л | = < б . Medjutim, za svako n € N važi 

n -f 1 

!/(*«)“ /(<)i = 



2(n + 1) sin — > 2(n + 1) > (- • — — ^ . 

n+1 \ir П+1/ 7 Г 


To znači da za (naprimer) e = 1 važi |/(г л ) - /(a^)| > £, što pokazuje da 
nije uniformno neprekidna na skupu (-1, 0) Џ(0 5 1). 


/ 


5.27 ? Ako je funkcija /:/-—► R ograničena , monotona г neprekiclna na 
otvorenom intervalu I. tada je f iakodje uniformno neprekidna na J ako je 

a ) / = (a, />); b) /=(a,+oo). 


Rešenje. 


а) Pokažimo prvo da ograničena, monotona i neprelddna funkaja na ot- 
vorenom intervalu (a,6) ima desnu graničnu vrednost u a. Neka je, 
naprimer, / monotono rastuća na (a, b). Pošto je / ograničena na (a. /), 
to je skup 

в : = f ({a,b)) = {у € R| (Вх 6 ( a,b )) у = /(а;)} 

(skup vrednosti funkcije /) ogranićen odozdo. Slcup 5 ima infimurn. 
koji ćemo obeležiti sa L. Pokažimo sađa da je 

lim f(x) = L. (5.18) 

U tom ciiju, пека je (ж п ) пбМ proizvoljni niz brojeva iz intervala (a } b) } 
takav da je Нт^ж п = a. Prelaskom na podniz (ako je potrebno), 

možemo pretpostaviti da je niz (x n ) n6 ^ monotono opadajući. Prema 
pi etpostavci, tada je i niz (/(s ? i))neN monotono opadajući. Pošto za 
svako n £ N važi f(x n ) > X, to postoji granična vrednost 

V := jfirn^ f(x n ). (5.19) 

Jasno, iii je V > X, ili je, kao što što tvrdimo, X' = X. 
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Ako je L' > X, tada postoji eiemeut i/o € B sa osobinom V > i/q > X, 
jer je L infimum skupa B . Pošto je / neprekidua na intervaiu (a,6), 
možemo primeniti teoremu 5.4, koj&daje postojanje jedinstvenog broja 
zq € (a } b) sa osobiuom f(x 0 ) = ijq. Iz jednakosti lim x n = a sledi da 

.. n — t-oo 

postoji по sa osobinom n > n 0 ^ a < < x 0t 

To povlači implikaciju n > n 0 => f(x n ) < f(x 0 ) = y Q , Pošto je 
Уо < L\ to za beskonačno mnogo hideksa n važi f(x n ) < X'. Med- 
jutirn, činjenica da jc niz (/(х* л )) п€ N opadajući je u kontradikciji sa 
deiinicijom broja X' u (5.19). Dakle mora biti X = L\ što povlači 
f J = J™, /(*»)■ P QSt0 Ј е (*u)n6N proizvoljan niz koji konvergira ka 
a, to siedi da važi reladja (5.18). 

Na analogan način se može pokazati da leva grariična vrednost funkcije 
/ u tački Z takodje postoji; stavimo 

K := lim f(x). (5.20) 

• х —t b ~ 7 


Uvedimo sada siedeću funkciju: 

{ X, х = a\ 

f(x) } a < х < b: (5.21) 

А, х = b. 

Izborom brojeva X i Л , funkcija X 1 postaje neprekidna na kompaktnom 
skupu [a, fc], ра je prema teorerni 5.2 опа uniformno neprekidna na [a, b}: 
Ali tada trivijalno sledi da je / uhiformno neprekidna na ( a } b ). 


b) 


Na sličan način kao u a), može se pokazati postojanje granične vrednosti 
f( x ) = L. Pretpostavimo da je, naprimer. funkcija / monotono 
rastuća. Tada iz ograničenosti / siedi da je skup 

R := / ((«, T°o)) == {// 6 R| (З.г e (а,-|-оо)) у = /(г)} 
ograničen odozgo. Tada sledi da skup B ima suprernum. koji ćemo 
obeležiti sa K. Slično kao u a), može se pokazati lim^oo f(x) = Ji. 

Da bi pokazali uniformnu neprelddnost funkcije / na (а,+оо). stavimo 



L, 

/(*), 


х = а; 
х > a. 


Neka je £ > 0 dato. Tada posfcoji broj T > а. koji zavisi od £, fcakav 
da je 

Vx- > T =* \F{x)-Ii\ < i. (5.22) 

Na osnovu a), F je uniformno neprekidna na skupu [a,T], pa je i / 
uniformno neprekidna na (а,Тј. To znači da postoji б > 0 sa osobinom 
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/V /v Г /? Г; Г' l D X OSl ' Г l 7 /V /\Т 'U K 


( Vs; i , т -2 € («,ТЈ) (|,, - .т,| < «5 =*■ !/(,,) - /(.Т 2 )| < 0 (5.2:5) 

Ostaje da pokažemo da je / uniformno neprekidfia i п a, skupu [7\ -|-оо). 
U lom ciljn , primelimo da iz (5.22) sfedi da za л; i > T i х? > T važi 

l/(x.) - /(,2)1 < |/(*l) - Л' + Л' - /(, 2 >| 

e e e ( 5 - 24 ) 

< l/(,i) - Л'| + | /V' — /(з; 2 )| <- + | = |. 

Dakle |:c, — .т 2 | < <5 => |/(,,) — /(* 2 )| < e/2, i iz relacija. (5.23) i 
(5.2'i) sledi da je funkcija / uniformno neprekidna na skupu (T,.+oo). 

Primedba. 

© Funkcija F iz (5.21) koja je neprekidna na [<7.,/;] i jednaka / na («,/>), 
se naziva neprekidno proširenje fimkcije / sa (<x,/;) na (<x,6j. 

© Pretpostavka o monotonosti funkcije / u zadatku 5.37 je bitna. Naime, 
funkcija g ( х ) = sin(l/.r), х £ (0,1) jeste neprekidna i ograničena na 
(0,1), ali se ne rnože neprekidno proširiti na ceo interval (() , 1 J (videti 
zadatak 5.15 c)). 

5.28.. Pokaznh uniformnu neprekidnost sledečih funkcijn na dntom skupu 
X . ako je: 


a) fh 

r;) = sin х, X = 

R; 

b) 

/(,) = 

= cos X , 

yY = R, 

c) /(.1 

'0 = U, vY = (- 

-3,3); 

d) 

f(x.) = 


X = (l,+oo) 


5.29. Ispitati uniformnu neprekidnost sledećih funkcija nn njihovim dome~ 
nima, ako jc: 

a) f(x) = — , х £ (() , 7г ) ; b) f(x) = xsmx, х £ [0, -|-oo); 

c ) /(,) ~ 9 ; n> 2 , * € (—2,2); d) f(x) = ~, х > 0. 


Rezulfcati. U a). b) i c), date funkcije su uniforrnno neprekidne na svojim 
domenima, dok je funkcija u d) neprekidna, ali nije uniformno neprekidna 
na (0, -foo). 


Glava 6 


Izvođi 


6.1 Uvod 


Definicija 6.1. Nc.ka je reatna funkcija f dejinisana na otvorenom inlervalu 
( a,b ) i neka je x 0 € ( a,b ). Tada se slc.deća graič.na vrednosl 


/'(•, o) = lim 

/t—*0 


/(,■ 0 + U - /(* o) 


(pod. nslovom da posioji) naziva prvi izvod funkcije / u tačlci rco- 

Ponekad, mnesto f f (x 0 ), pišerno f f T fx 0 ) da bi naglasili da je х promenljiva 
po kojo j sc traži izvod. 

Broj h u (6.1) se zove priraštaj nezavisno promenljive х u tački з; 0 , 
dok se razlika f(x 0 -|- k) — f(x 0 ) naziva priraštaj zavisno promenljive 
u fcački х o . Tako relaciju (6.1) možemo predsfcaviti kao graničnu vrednosfc 
količuika prirasfcaja zavisno i pnraštaja. nezavisno promenljive, kada posled- 
n ji teži nuli. 

Desni izvod i levi izvod funkcije / u fcački x 0 (označeni sa /ЈДжо) i 

f!_(x o) respektivno) predsfcavljaju desnu odnosno levu graničnu vrednosfc 

. ... .. /(*0 + Л) - /(,o) 

kolicntka — ~. 

Tablica izvoda 


1. (n; u ) / = nx 1l ~ } , n £ N, х £ R. 

2. (х' у у = ax a ~~ } , a ф 0, х > 0. 

3. (sin = cos х , х £ R. 

4. (coszV = — sin.T, х £ R. 


183 



184 


CLAVA 6. IZVODI 


5 ' = 7ZJ7.> x 6 R \ ((2* + 1)51 * 6 Z). 


6. (ctg.-e)' = — 2 —. a; e R \ {/;тг| A £ Z}. 

Slll ж 

7. (a*)' = а* • lna, a > 0. a; 6 R, 


(e*)' = e x , х e R. 


8. (log a a;)' 


х ■ In a 


a > 0, a ^ l j ж > 0. (in жУ ;=У_— " • х* > 0; 


9. (arcsina;)' 


ri N1 < i 


10. (arccos^) 1 = — ==, J х J < 1. 

v 1 — х 2 ' 


11. (arctgar)' = — — a; € R. 

1 -f- х г 

12. (arcctg ж)' = - — t-, a: € R. 

I _i_ 


Ako su funkcije / i defmisane na intervaiu (а,6) i imaju prve izvode u 
tački х € (a.,6)j tada je 

e prvi izvod zbira, resp. razlike fimkcija / i g jednak 
(/(х)± а (х)У = /'(а;)±/(.г); 

© prvi izvod proizvoda funkcija / i д jednak 

(f(x) (Ј(х)У = f'(x)g(x) + f(x)g'(x), 

i posebno 

(A-f(x))' = A-f( *), 

gde je A proizvoljna realna konstanta; 

© prvi izvod količnika iunkdja / i g jednak 
(П*)\ f'(x)g(x)- f(r.)g'(x) 

\Ф0) дЧх) ’ 1 uslovorn da J e s( x ) ć 

Nelca lunkcija g : (a,b) —> (c,d) ima prvi izvod u tački a; 0 € (a,b) i neka 
funkcija / ; (c,d) — > R ima prvi izvod u tački 5 (ж 0 ) € (c,d). Tada prvi 
izvod u tački x’o složene funkcije 

h = / ° g, h : (а, 6) — * R, 
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postoji i važi 

/?/(х- 0 ) = f' 9 (g(zo))' g'(x 0 ). (6.2) 

Ako za funkciju / : (а,6) —► (c,d) važe sledeća tri uslova: 

(i) funkcija / ima prvi izvod u tački a; 0 € (а,6); 

(ii) hmkcija / je monotona na intervalu (а. 6); 

(iii) broj /'(^о) je različit od nule. 


tada postoji inverzna funkcija /^ 1 : (c,d) ~+ (а,6) za funkciju /. Pod 
gornjim uslovima, prvi izvod inverzne funkcije f~ l u tačlu y 0 = /(a; 0 ) 
je jednak 

(г ' ,) ' (и) = Ж) 111 (/ " ) ' (s " ) “ ТчТ^ТД)' ' (6:,) 

Pretpostavimo da jednačina 

п (6.4) 

definiše jedinstvenu funkčiju 

У - /(®), € (а,6). 

Tada kažemo da je funkcija / data implicitno jednačinom (6.4). 

Pretpostavimo još da za neko г* 0 € (а, 6), izvod funkcije F iz (6.4) postoji 
i važi ТДг 0 , 2/ 0 ) ^ 0, gde je ;// 0 = f(x 0 ). Tada iz relacije 6.2 sledi da je prvi 
izvod implicitno date funkcije / u tački a; 0 jednak 

cf / \ ^ у (^O з i/o) 

/(xo) --jž( xotyo ) ј 6 - 5 Ј 

Neka su date dve diferenci jabilne funkcije у = y(t) i х = x(t) iste 
prornenljive (“parametra”) l e (a,/3). Tada se funkcija у = f(x), odred- 
jena kao preslikavanje / lakvo da vrednosti х = x(t), t e («,/?) dodeljuje 
vrednost у = yfi) zove parametarska funkcija. 

Prvi izvod parametarslce funkcije у = f(x) u tački x 0 je dat sa 

У ’ (Х0) = ^)' io€(ai/3) (6 - 6 ) 
gde je x(t 0 ) = xq . Ustvan, formula (6.6) iiria značenje samo u onim tačkama 
/ 0 , gde .г* i у imaju prve izvode i važi x* t (l 0 ) ф 0. 


Definicija 6.2. Ako se priraštaj Ау funkcije f ; (а.6) -* R u tački г 0 6 
(а,6) moze pisati u obhku 

Ау = /(г 0 p h) — Дг 0 ) = D h T r(/i)+ /i, 


(6.7) 
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za neko l) koje znvisi orl ху, ali ne г od fi, r važi 

lim rf/i) = 0, 

/ 1 — o 

tadn za funkciju f knžemo da je diferencijabilna и tački т 0 . 

Teorema 6.1. Funkcija f : (a. h) — JT je dijerenc.ijabilna u lački .?; 0 £ (a, h) 
ако i samo ako ima prvi izvod u ioj Lacki) 

!z dcfinicijc f).2sledi dajc broj D iz (fi.7) jcrlnak broju f'(a ; 0 ) t f.j. vrcdnosti 
prvog izvoda funkcijc / n tački ж«, ili D = Г(‘ г о)- 

Diferencijai diferencijabilne funkcije / u tački х je (inearna funkcija 
df(x) : R. ~ v R prirašiaja h, data sa 

df ( х ) ( /?) = D h, h £ R* 

Za funkciju f(x) — х, х £ R, je D = 1. za svako ж G R, |>a je 
r/Z(:r)(/i) = r/:r(/?.) = 1 h = /г, /г € R. 

Zbog toga je, izostavljanjem prirastaja /г, a na osnovu teoreme G.i: 

df(x) = f*(' r ) dx. (G.8) 

Na osnovu definicije G.2 i teoreme G.i, iniamo sledeću približnu (ormulu: 

Л*о I Л) « /(*o) -t- /'( ч-о) - л, (6.9) 

pod uslovom clajc funkcija / diferencijabilna u tački t.q i h je u malo’\ 

Neka funkcija / irna prvi izvod u svakoj tački х £ («-,/>)• Tada.se funkcija 
/' : (a,h) — * R zove prvi izvod funkcije / na (д,/>). 

Ako prvi izvod fimkcije f f u ц tački :r; 0 £ (л,/г) postoji, t.ada se on zove 
drngi izvod funkcije / u tački жо i označava se sa f n (, x 0 ). Ana.logno se 
definišu i i.rea, četvrti, ... } 7i— li izvodi funkcije / u tački ar 0} i označa.vaju se 
respekl.ivno sa r 0 ), / (,, ( т о). f l "4 x o)- 

/\ко funkaja / (u,/r) R ima prvi izvod u tački x {] £ (a, /)), tada se 

prava 

У - Уо = /'(:>•• о)( т - т о), (6.10) 

gde je 7/ 0 — /(т 0 ), zove tangenta grafika funkcije / u tački T (жо, /(x*o)) . 
Л ко dodai.no važi ['(х 0 ) ф 0, tada je prava 

у-уо = -тттЦ^*-*«) (6.П) 

I (^o) 

normala grafika funkcije / u tački T (.т 0 , f(x { y)). 

Neka funkcija / ima prvi izvod u tački ж 0 . Ako je 0 < a < 7г ugao izmedju 
tangenfce u tački x 0 i pozitivnog smera х— ose, tada važi 


'Ovii tcorcma пг» ini.ft r,a funkcije dvc ili višc promcnljivih. 
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Drugim rečirna, ugao koji tangenta grafika funkcije / u tački T(x 0 , f(x 0 )) 
zaklapa sa pozitivnim smerom ж — ose je jednak broju f'(x o), tj. vrednosti 
prvog izvoda fimkcije / u to j tački. 

6.1.1 Zadaci 

6.1. Odrediii , po definiciji, prve izvode sledećih funkcija u daf.un tačkama: 

a) f(x) = г*(.т — 1) 2 (т 2) 3 } х £ R } u tačkama x 0 = 0, x*i = 1 } т 2 = 2; 

b) /(.т) = л/1 T ж, х > — 1, и tačkama х 0 = 1, = 0 } г lak.od.je desni 

izvod и lački х? — —1; 

c) /(ж) = .т -|- (а: — 1) arcsin */ — - — т > Q } и tački х 0 — 1; 

V е + 1 

d) /(т) = v^ir ТТ, х £ R,.u iački т 0 = — 1. 

Rešenja. 


а) Iz definicije (6.1), sledi 

m = mn 

' 7 л-»о h 


rm - i ,m (i + '^ + ' , -i«i + ' , -^-o = 

/г 

/ 42 ) . Пш (2 -.»(2 + „ - 2)2 - 1 , _ 

7 x ; л—о h 


b) U ovom slučaju je 


/'( 1) = Jim 

/t— o 


h — \/2 


= Jim 

/l-vO 


Г ,, п ч \/i + л - %/Т i 

f(0)=hm = 


А(-1) = Љ. 


lim —т= — ~|-оо. 


Geometrijski, poslednja jednakost znači da je vertikalna prava х = -1 
tangenta grafika funkcije / u tački ( — 1,0). 
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1 + h + (1 + h - 1) arcsin . / - - 1 

/'(D= lim т У — '*+ * -l + I. 

>1—0 h 4 


1 h 


v'-i + л + l - o 


d) /'(-l) = lirn 

Л-*о h 


— -j- oo . 


6.2, Odrediti po definiciji prve izvode sledećih funkcija u datrm tačkama: 

a) f(x) =-15-, u tački x Q = 1: 

x° 

b) f(x) = \/(l + x) 2 } u tačkama x Q = 0. x x = — 1; 

c) f(x) = 3 * |2 -f rcj, u tački x 0 = —3. 

Rezultati. a) /'(1) = —3. b) / ; (0) = f*( — 1) ne postoji. 

c) Л-3) = -3. 

6.3. Odredili po definiciji prve izvode u tački х sledećih funkcija: 

a) f(x) = х г + 2x t х £ R; b) f(x) = (/х ~ 1, х € R; 

c) f(x) = ln(a; + 1), х > -1; d) f(x) = cos(2rc), х 6 R } 

Rešenja. 

ч сц \ у ( x + h ) 2 + 2(ж + Л) - X 2 - 2x* 

a ) / ( x ) = Jim ^ - — г = 2x + 2. 

n—*o h 

b) Za х ф 1, važi 


r// ч r у/х + h — 1 - - 1 

/ (*) = bm 

А — » o h 


lim ■ =■• = ; , ■ — — — 

k -° - 1 + /1)2 + У(х - 1)(х - 1 + Л) + У(а: - l) 2 

1 


U tačlci х = 1 je 


4(0= Hm 




h. — *-0-jh h 


+oo i /1(1) = lirn 


л /h — 


Л — . 0 — /i 


4 - 00 , 
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što znncs da je tangeuta grafika hmkcije / u tački х = 1 paraielna sa 
у— osorn. 

c) Za х > — 1 važi 

/.(*) =• lin. / + 1 > - ‘-t* + ч = lim |„ ( 1 + '■ + /l 

л-0 h ■ - 1 1 


h -,0 

1 / h \i I + 1 )/ /l I 

ln L m oU+ ' 


х 4- L 


.т + 1 л—о V “ 1 х + 1 / х 4- Г 

d) U ovom slučaju je 


_ i:_ cos(2(x. -f ii)) - cos(2x) —2 sin(2x + h) ■ sm Д 

У (х) - hm ^ = b/n = — 2 sin(2x). 

6.4. Odrediti po definiciji prve izuode sledećih funkcija u tački х 6 R : 

a) /(ш) = ж cos 2x] b) f(x) = $/(l + х) 2 ; c) /(ж) = 3 2+х ' 

6.5. Odrediti prve izvode sledećih funkcija: 

a ) f(x) = + ж 4 , х* 6 R; 


b) Дх) = у 1 + \/l + д/Г + x /1 , х e R; 

c) /(®) = 3 2t e4 гв ji (2A: 4- 1)^, k 6 Z; 

d) f(x) = ln sin arcctg e x , х 6 R; 


/ 2e 2x 

e) /w = ln VTTsri' * 

f ) /(*) = log3log5log 7 a,-, a; > 7. 
Rešenja. 

a) Smenom п(ж) = 1 4- х 4 , dobijamo 
1 


4.г 


,.з 


f(x) = -(u(*))- a /V(*) = , 

1 3 V 1 ’ 3^(1 + х - 4 ) 2 


, г € R. 
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6.7. Odredih prve izvode sledećih funkcijn: 


a) /(*) = ( $ 


, -т ф 0 ; 


b) /(.r) 


/х 2 *f 1 + •'K 


х V .т 5 4- 1 -I- х 


4 - 1 - ж 


c) f{x) = coscoscoscos 2ж, х € R, 

d ) Л г ') = —arcJ.g ^ 2 , ж e (-1, 1); 


Ж e R; 


e) f(x) = e* + e* r -f e eC , .т £ R; 

f) /(ж) = 1 n ( 1 n 2 ( I n 3 ( х ^ ) ) ) , х ф 0; 


g) /(*) 


h) /(ж) = 


. asinx 4-6 

: arcsm — , 

a + b sm х 


6l < a: х G — 


(-§•§)> 


] b + a sin X — л /b 2 — a 2 • cos х 

ln : — ; • 

: _ a 2 a 4- o sm х 


VP - a 


хсе senja. 

к)№) = 8 *' 

c) /'(*) = 2 sin cos cos cos 2ж • sin cos cos 2x ■ sin cos 2ж • sin 2.г\ 


d) f'( x ) = 


1 + X 7 


e) /'(.т) = e r -I- e T e RT + e T e e V' . 


Г) ))ж) |т|1пх’ 1п(1п’(т г ))' б) ' )г) aH-l>smx 

h) 7« = < " poredi ‘ i 

6.8. Odrediti prve izvode sledećih funkcija: 


a) /(х) = i 1 , т > 0; 
c) /(т) = (^) т , т >0; 


b) /( т) = т^, т > 0; 

d) /( т) = T si "-, т > 0; 


е) /(т) = (sin x) cos:r , sin т > 0; f) /( т) = (2 + sini)*, х <= R. 
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Rešenja. 


a ) Funkcija. / se može napisati icao f(x) = e xUxx , х > 0, pa je 

f'(x) = e xUlT (hi x + l) = X x (ln х -f 1). 

U ovom slučaju se prvi izvod može odrediU i talco da'se prvo logarit- 
muje jedn&kost у = x x i onda dobijeni izraz diferencira. 

Ustvari, iz In у = х ln х siedi 
у' 

~ = ln з; -f 1 =$> у* = ?/(ln a; f I). 

Ako sada u poslednju jednakost stavimo у = f(x) = x x , dobijamo 

V = /'(*) = z x (ln ® + 1). 

b) Iz jednakosti /(.т) = х > 0, sledi ’ : 1 

/-(.) = =1 ^.ћ£ + 2. . . 

\2\/* i / 2д/т 


c) Kalco je /(.т) = e Rin х)/г to j e _ e (*| n *)/2 


1 + Ina- 


d) Prvi tzvod funkcije / je f'(x) - e sinl,nx (cos ж ln х + ^f^) 


2 ) Iz jednakosti /(х) = e COSI,nsin * sledi da j« 


cos х In sin х / : l , ^OS X 

I (х) = e - sin х In sin х -f 

\ sin х 


f) h jednakosti f(x) = e lln ( J +‘ mi ) dobijamo 

/'(*) = e lln(2+ “ inx) (in(2 + sin х) + 


2 + sin х J 


6,9. Ako je funkcija f : (аЉ) — R clifcrencijabilna u iački x Q £ (аЉ) } tada 
je u toj lački takodje neprekidna. Pokazali . 

Rešenje, Po delinicij] 6.2 priraštaj lunkcije / u хо se može pisati 
f(x Q + h)~ f(x Q ) = D - h + r(h) ■ Л, 

gde D ne zavisi od Л, dok ostatak r(h) zadovoljava uslov lim r(h) = 0. Како 
f ( . t _ e д — 

je r(/i) ograničeno (na primer) sa |jD| f 1 2 a \h\ dovoljno malo, to postoji 
S\ > 0 tako da važi sledeća implikaclja: 

(V h e R) |/i| < б\ => |r(/i)| < |D| -j- 1. 
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lada za dato e > 0 postoji б ; — - min ( ( , ći j , tako da je za \h\ < ć : 

1Л*о + h) ~ f(x 0 )| < (\D\ f (r(7t)|)|/i| < (2|Dj + 1) — ^ = e. 

6.10. Funkcija f je defimsana sa f(x) = |®| f х* € R. Pokazaii da 

a) je f neprekidna funkcija u tački х = 0; 

b) / ncma prvi izvod u tački х = 0; 

c) nije f dif e ren c ija bilna u tački х = 0. 

Rešenja. , 


a ) Pokažimo da je funkcija / neprekidna u tački 0. Neka je e > 0 dato. 
Tada važi 

l/(*)-/(0)| = |м - |0|| = \x - 0| < £, 
pod uslovom da je |x* — 0j < б := e . 


b) Desni (resp. levi) izvod funkcije / u tački 0 je 

/+(0) = Л П о Ч + h~ =h = 1 ' ^ resp - = 


1, (resp. /1(0)= lim — - ■ ° = -f = -l.) 

h h 


Kako su prethodne granične vrednosti razlčite, / nema prvi izvod u 
tački nula 0. 


Pi imedba. Ovaj primer pokazuje da funkcija koja je neprekidna u nekoj 
fcački ne rnora u toj tački imafci i prvi izvod. 

c) K ako je u b) pokazano da / nema prvi izvod u tački 0. to iz teoreme 
6. L sledi da / nije diferencijabiina u 0. Sada ćemo direktno pokazati 
da fttnkcija / nije diferencijabilna u 0 (tj. bez Jcorišćenja pomenute 
lcorerne). 

Neka se priraštaj funkcije / u tački х = 0 može zapisati kao 

/(*) ” /( 0) = D-h + r(h) • h 4=> \h\ = (D + r(h))h } 
gde je h priraštaj nezaisno prornenljive. Pokazaćemo da lim r(h) ne 
postoji, biio icako da izaberemo konstantu D . Ustvari, važe implikadje 
h > 0 r(/i) = 1 - D i h < 0 v(h) = —1 ~ D . 

Kako je 1 — D ф — 1 — D za svalco D, granična vrednost u nuli ostatka 
r(/i) ne postoji, to sledi cia funkcija / nije diferenđ jabilna u tački nuia. 
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6.11. Odrediti najveće skupove na kojima su prvi izvodi sledecih funkcija 

(i) neprekidm; (ii) difere ncijnbiini; (iii) neprekidno diferencijabilni t 

a ) /(ж) = :r |.r|, X € R; b) }(х) = ln |x|, i^O; 

c) f(x) = |(.гЧ- 2) 2 (r - 1) 3 | , х 6 R; đ) }{x) = | cos 3 r|, .т e R; 


e ) /(«)= 3;Rh 'T ! X ^ 0; 

l 0, X = 0; 


r) /W= * #01 

0, X = 0; 


g) f(x) = < X R!n т ’ X ^ gde je a pozilivan parameiar, 

0, ' * = 0, 


Rešenja. 

a) (i) Funkcija / jeste proizvod dve neprekidne funkcije na R, paje neprekidna 

na celom skupu R. 

(ii) Kako je |.т| = х * sgnT, х £ Ik, možnmo pisati х - | х | = х 1 • sgn x t 
х £ R. Poslednja funkcija ima prvi izvod za svako х ф 0, i važi 

/ # (ж) = 2.т • sgn х = 2|т|, х ф 0. 

Pokažinio sada da prvi izvod funkcije / u tacki nula takodje postoji: 

,, . k 2 * sgn k ~ 0 

f'( 0) = lim ~ = 0. 

1 J /i-^O k 

(iii) Funkcija f r : R — > R. je neprekidna u nuli, jer je 

lim Г(х) = ]|тт1(2|.тј) = 0 = /'(0). 

b) (i) Funkcija / je neprekidna na skupu R\ {()}. Primetimo da ne treba 

ispitivati neprekidnosl u nuli jer u toj tački funkcija / nije ni definisana. 

(ii) Važi f(x) = 1n(xsgn ж), х ф 0, pa je 

/'(:,:) = sgn х = -, х ф 0. 

X * Sgll X X 


(iii) Funkcija f', definisana sa f l (x) = — , х ф 0, je neprelcidna na svom 
domemi, ali nije uniformno neprekidna na (na primer) intervaln (0, 1). 


c) (i) Funkcija je neprekidna na R. 
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(ii) Какоје }{x) = |(т + 2) 2 (.r - 1) 3 | = (т + 2) 2 (т - 1) 3 в 6 ч(т - 1), т € R, 
to je prvi izvod / za х ф 1 dat sa 

f'(x) = 2(т + 2)(x - l) 3 sgn(x - 1) + (х + 2) 2 3(т ~ l) 2 sgn(x - 1) 

= ( х + 2)(5т 2 - X - 4)|x - 1|. 

Funiccija / takodje ima prvi izvod u tački х = 1. Ustvari, njen ievr 
izvod u tački 1 je jedna.k 

, , im |((И-/»)Н-2)Ч(1 + /.)-1) 3 |- 0 = ш „ MS =I , 

h fc-o- h 

a takođje je i njen clesni izvod u taćki 1 jednak 0. To znači da je 

/'(0 = 0 . 

(iii) Funkcija /' je neprekidna па skupu R i važi 

iim f'(x) = lim (т + 2)(5т 2 — т — 4)|т — 1| = 0 = / (1)- 

Г— » 1 *1 

d) (i) Neprekidnost lunkđje / na skupu R sledi iz sledećeg tvrdjenja. 

Д ко jp. funkcija f : Л C R -» R neprekidna na svom domenu, tada je 
t funkcija |/|, daia sa \f\(x) := \f(x)\, х G A, lakodje neprekidna na A. 


Obrnuto tvrdjenje ne mora biti tačno. 

(ii) Kao u c), imarno 

3 

/'( т) = 3 r.os 2 т(— sin т) sgn(cosT) = -- sin(2x)| cos x|, 
za svalco х £ R. 

(iii) Funkdja f' je neprekidna na skupu R. 

e) (i) U zadatku 5.15 d) je pokazano da je funkcija / neprekidna na R 

(ii) i (iii) Za т ф 0 va.ži /'( т) = sin } - } cos 


Kalco granična vrednost 


k sin - — 0 


liin f- 

/i-»o h 


lim sin — 
/i— +o k 


iio poslo ji, to funkđja / nema prvi izvod u tački 0. 

Пи) P r v i izvod date fuukcije je neprekidna funkcija na skupu R\ {0}. 

f) ( i) Funkcija / je neprekidna na R. 
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(ii) Za :t‘ / 0 važi f\x) — 2x sin cos — . dok za х = 0 irnamo 

х х ' 


h 2 sin - — 0 


ЛО) = iim / 


lim Л sin — — 0. 

Д-,0 /i 


(6.13) 


što zuaci da postoji na R. 

(iii) 1‘unkcija. f l je neprekidna na R \ {0}. Kako granična vrednost 
lim f(x) = lim ( 2x sin — — cos — ^ 

»“♦O x-tO v х xj 

ne postoji, to funkcija f ima prekid druge v.rste u tački 0. 

Primedba. Funkcija f koja se dobija kao izvod neke funkcije nema nikad 
prekid prve vrste, ali. lcako smo videli u zadatku pod f), može imati prekid 
druge vrste. 

g) Slično kao u e) i f), sledi da je funkcija / neprekidna na R za a > 0, 
izvod funkcija f postoji za a > 1 na R, i, konačno //' je neprekidna 
funkcija na R za a > 2. 

6 . 12 . Odrediii najveće skupove na kojima postoje prvi izvodi sle.de. Oh funkcija : 


[ 2 — х, х < 2; 

a ) /(*)=< (2 - s)(3- x) t 2<x<3] 
{ -(3 - х), х > 3; 


( arctg х, |x| < 1, 

b) /(*) = l Ж 1*1-1 

[ jagnx + i-L— , |x| > 1; 


c) f(x) 


X 3 + 1, X < 0; 
e- 1 / 1 *!, х > 0; 


d) f(x) 


х 2 sin — , .т i 0: 
I X I 

0, х = 0; 


e) /(*) 


Rešenja. 


х, ^ E Qj 
0, х € R \ Q. 


a) Na osnovu jednakosti 

Jhti_ /(*) = Jini + /(*) = 0 = /(2) i Jnn /(*) = Jiin /(*) = 0 = /(3), 
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slecli daje funkcija / ueprekidna u taćkama2 i 3, pa je, dakle, neprekidna 
na ceiom skupu R. Како je 

/i(2)= lim Um , 


/1(2) = lim fli±4W(2) = |jm (2-(2-h/.))(3-(2j-/,))-0) 

л.— -»0-f h Д— tO-f h ' 

to / 7 (2) postoji i ima vrednost —1. Slično i^okazujemo da je /i(3) = 
4(3) = 1, pa je /'(3) = 1. To znači da funkcija f (prvi izvod funkđje 
/) postoji na R i važi 

[ a;<2; 

f(x) = t 2x — 5, 2 < х < 3; 

{ 1, х > 3. 


b) Funkđja / je neprelddna na R. Kako je 


4(~l) = Hm 

Л-+0+ 


f(~l T h) - f(~l) 


arctg( — 1 -{- h) -{- 


г 1 — 1 + h 4- 1 1 

lirn — arctg г = — , 

a-o+ Л б 1 - (-1 + h) 2’ 


4(-i) = Пш 

Л— 1-0- 


/("1 + h) - /(~1) 


= lim 
л-т- 


|sgn(-l + /t)+ L ^ + 1 -•(-!) 


л -m- h 2 1 

i;o funkcija / nema prvi izvod u tački -1. Analogno dobijamo 4(1) - 

4(1) = 7i> [ >a / ; (1) postoji i jednako je — . Konačno je 
^ 2 

f ГјТТ -^ < a < !; 


-1/2; *<-!;' 


1/2, х>1. 


:) Pokažimo prvo sledeću jednakost: 


e ~i/x- 

Hm = 0, m .= 0.1 ... , 

ir-rO f x m ' 5 ■ 
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Лко stavimo fcacla l — * +00 kada a* — »■ 0 -f Prema fcome je 


lim = lim 

r— o-i- .T m t-»-foo 


lim P n e“ f = 0. 


(6.14) 


(Lakši naćin da se pokaže posiednja relacija jesfce dase m — puta primeni 
Lopitalovo pravilo, videfci poglavlje 6.4.) 

Funkcija / je neprekidna па skupu R \ {0} Iz (6.14) za m = 0 sledi 

lim f(x) — lim e~ l//x -h 1 = 1, 
х— » 04 - ' х— »O-l- 

a lcako je lim f(x) = 1 = /(0), to sledi da je / takodje neprekidna 

х— »0 — 

funkcija u fcački х = 0. 

Лко u (6.14) stavimo m = l, onda dobijamo 

/; (0) = ш„ ШЈрШ = вт ^ = 0. 

1 ; h-*o+ h h->0+ h h-+o+ h 

Takodje je /1(0) = 0, pa funkcija / ima prvi izvocl u fcački 0. Tako 
dobijamo 

f За: 2 , х < 0; 


х > 0. 


= lim — r— = 0. 
/ 1 — * 04 - /1 


= \ p-i/- 


Primefcimo da je /' neprekidna runkcija na R. 

d) Lako se pokazuje da je fnnkcija / neprekidna na skupu R. Njen prvi 
izvod je 


2.т sin — - 7 Г cos — sgn ( sin — ( т х 0, х ф l/k, k £ Z \ {0}; 
х j х \ х ) 


IJ tackama x k = 1 /к, k £ Z \ (()}, Гипксуа / nema prvi izvod. 


e) Funkcija je neprekidna и fcački 0, јег je |/(ж)| < |т| za svako х £ R. U 
drugim realnim fcačkama funkcija / nije neprekidna (može se pokazafci 
analogno kao и zadalku 5.10 b)). 

Pokazaćemo sada da dafca funkcija nije diferenci jabilna ni u tački nula. 
Лко sfcavimo 

дл) - /(o) _ m 

QU 0 т ~ — - ~т~' 
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tada je 


f 1, h £ Q; 

{ 0, h £ R \ Q. 


Prema tome, /'(0) = linu- 0 Q( h ) ne posfcoji. Dakle, prvi izvod date 
funkcije ne postoji ni za jedno х £ R. 

6.13. Neka je domen funkcije f interval (-£Ј.). Pokazaii da tada važe 
sledeća ivrdjenja . 

1. у\ко je funkcija f neparna i neprekid.na , tada je /(0) = 0. 

2. Pr'vi izvod neparne (resp. parne) funkcije jesie parna (resp. neparna) 

funkcija . 

6.14. Odrediii prvi izvod inverzne funkcije f~ [ za funkciju /, daiu sa 

a) /(*) = 2.т + 1, х e R; b) /(*) = V* + 2, * > 0; 

c) /(.т) = х 2 - 2x, х > -1; d) /(х) = cos х, х € (0, тг); 

e) f(x) = sli х, х e R; f) f(x) = ch ж, х > 0. 


Rešenja. 

a) Prvi način. Ako stavimo у = f(x) = 2x + 1, tada je х 
_ ...... х - 1 _ . , . 


1 . Tako 


je funkcija / 1 ( т ) 


х £ R, inverzna za datu funkciju /. Prvi 


izvod / 1 je tada (/ ^'(х) = -, т G R- 

Drugi način. Kako je f(x) = 2 i f(f~ x (x)) = 2, to iz formuie (6.3) 
sledi 

(r,) ' w =7re = i 

b) U ovom slučaju korisfcićemo drugi način iz a). Iz jeđnakosfci 

x > 0 * Г\ х ) = ( x ~ 2 ) 2 ' 

dobijaino da je prvi izvocl inverzne funkcije f~ l dafce funkcije / jednalc 

(Г 1 )’(х) = 2Јгч7) = 2(х- 2), х > 2. 
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c) Iz jeđnaane a: — /('//) — у 2 ~ 2y y sledi f J (y) = 2y — 2. Tako je prvi izvod 
inverzne lunkcije /” 1 za / po promenljivoj у dat sa 

(/ * (2/) = 21/ -2 = 2 ( 2 /- 1 ) 

Na osnovu jednakosti (i/ - l) 2 = х T 1, možemo pisati 


(r 1 )'^) — 

d) Iz f l (x) = - sin i, ж 6 (0, тг), siedi 


ж > -1. 


(/ ЧЧ*) = (arccos ®) ; = — r- 7 J Z u ^ = — г-т -i- г 

sin(/ 1 ( .х ) / sm(arccosa:) 


\J 1 — cos 2 (arccos a;) 
e) Iz f J (x) = ch х sledi zai^R 


*€(-1,1). 


(/ А ) ; = (arcsha:)' = 


ch(/ *(x)) ch(arcsh ж) 


(1 T sh 2 (arcsh a:) 


/l + х 2 


= , х* > L 


6.15. Odrediti domene i prve izvode za inverzne funkcije sledećih funkcija: 


i) f(x) = х T ln x } х > 0; 


b > Л*) = ГГГ’ ж < п - 


a) Za х > 0 važi f J (x) — у* х — — -- — - > 0, što znači da postoji jedinstveno 

ođredjena funkcija f~ l inverzna za funkciju /, čiji je domen B jednak 
kodomenu funkcije /. Ustvari je B = R; analitičku formuiu za /“ а ne 
možemo elcsplicitno odrediti, ali ipak možemo naći njen prvi izvod. Iz 
relacije (6.3) sledi: 

U~')'{y) = / = Тт = ~7> 

у х x T l X т 1 

X 

gđe је х = х(у) rešenje ро х jednačine у = х Т in х. 


(i.L 
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h) Za х < 0 važi /'(х) - - - ^ 2 y , što znači da postoji jedinstvena funkcija 

J 1 za / sa. domenom (0, 1) = / ((~oOj0)) . Njen izvod je 


(Г 1 У(у) 


(1 Т х 2 ) 2 х 3 


g{le je х = х (у) rešenje po х jednačine у = — - — 

1 T х 2 

6.16. PokazaLi da postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija na R Lakva 
da je 


У' + = х, i/(3) = 1, 


(6.15) 


i odrediti njen prvi izuod у\ £ . 


Rešenje. Postojanje iuakcije у = i/(x) siedi iz teoreme o implicitnim funkci- 
jama, koja nije spomenuta u ovoj knjizi. Mcdjutim u ovom slučaju rnožemo 
]>okazat,i postojauje takve funkcije i na sledeća dva načina. Neka je funkcija 
F data sa L (x t y) = у 3 T 2 у — х. Primetimo da za svako fiksno у e R F ima 
izvod F* x (po х) za sve х e R, a takodje za svako fiksno х £ R F izvod F 1 
( po у) za sve у 6 R. У 

o Prvi način. Posle diferenciranja jedančine F(x t y) = 0 po у dohijamo 

< = 2 T 3i/ 2 > 0. 

(х jo ustvari hmkcija od у.) Prema tome, inverzna funkcija za funkciju 
х = x(y) postoji i takodje je diferencijahiina na R. Tada važi ( vidi 
(6.3)) 

/ = _L ^ i_ 

x *{, 2 + Зз/ 2 ' 

P retpostavimo da postoje dva rešenja jednačine (6.15) i označimo ih 
s a 1 / i ( х ) i y 2 ( х ) . Tada je 

Vi + 2i/i = х i yl + 2у г = х. 

To znači da je 

Ул ~ У% + 2 (l/i - 2/2) = 0 => (1/1 - Уг)(у% + 2/12/2 + y\ + 2 ) = 0 . 

Kako je y\ + т/, v/ 2 + y\ + 2 > 0 za bilo koje 2/1 i 2 / 2 , to je 2/1(3;) = 2 / 2 ( 3 ;) 
za svako х 6 R. 

e Drugi način. Diferencirajmo po х jedančinu (6.15), pretpostavljajući 
đ a је у = y{x). Tada imamo 

3 y a -|£ + 2 ,| 4 =l. 


llešavajući po y xl ponovo dobijamo y' x = 


2 + 3 1/ 2 ' 
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6.17. Odredih jirve izvode sledećih /ипксгја у — y( г : ) dalih implir.it.no: 

a) х- 7 - H- у 2 = 4; b) 2x - 3 у + 3 = r 2 + 2y - 6x; 

c) \fr. + — 5x; d) х л -|- 4x 7 j/ 7 — 3 ху' -I- Зх — 0; 

e) (у 2 - 9) 3 = (2x 3 + Зх - l) 7 ; f) (2 + ху) 7 = Зх 7 - 7. 

Ilešenja. 

a) Fosle diferenciranja date jednačine po х (zbog (у 2 )' т = 2 уу'), dobijamo 

2x + 2уу' = 0 ili у' = —х/у- 

— 2x + 8 

b) Iz 2 - 3;/' = 2x + 2 у' - 6 sledi у' = . 

c) Kako je -/= + = 5, to je у' = 10 у/у - ~=. 

2\jx г^/у , V x 

d) Prvo imarno 4x 3 + 8 ху 2 + 8x 7 j уу' — 3 jr — 9ху 7 у’ -| 3 = 0, što povlaći 

, _ — 4x 3 - 8 ху 2 + Зу 3 - 3 
^ 8x 2 y — 9xi/ 7 

e) U ovom shičaju je 6(i/ 7 — 9 ) 2 уу' = 2(2x 3 4- Зх — L)(6x 7 + 3), otlakie je 

, (2x 3 + Зх — 1 )(2x 7 + 1) 

V ~ ' У(У 7 - 9) 2 

З.т — 2 у — ху 2 

f) Kako je 2(2 + *у){у -f xy f ) — to je у = — т (2 j ~ту ) — ’ 

в . J 8 . Odrediti prve izvode sledećih parametarskih funkcijn, datih sa: 

a) ж = t 7 + 2i, у = 2t 3 - 6t, t € R; 

b) т = 2( t — sin i), у = 2(1 — cos /.), t £ R; 




l COR 3 


/ 

7Г \ 

c ) 

т = 

у = sin 3 č 

< € 0 





\ 

2/ 


Rešenja. 

a) Iz = 2/. + 2, = 6/ 2 - 6 5 i relacije (6.6) sleđi 

6/. 2 - 6 _ ~ 3 

2ГГ2' “ t -I- 1 


Vi 


t ф -] 
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b) Iz relacija. = 2( L — cos /.), f/j — 2sin t £ R, siedi 

1 /= м sin{ l€R\{2br|*eZ). 

( J ~ COS /.) 


:) Kalco je x' ( = 6 cos 7 <(- sin /.), i/{ = 3 sin 7 l cos l, to je 

3 5 Јп 7 <г.° 5 < = /g (0,11/2). 

cos 2 t sin L 2c tg t 


6.19. Odredih diferencijale sledećih funkcija: 


a) /(.т) = 2 у cos - + ln(:i* 2 + 1); 


b) /(т) 


sin х + tg.T 
т 3 -|- З х ' + Зт ’ 


c) f(x) = 5arctg(2x + 7)e 3r+1 + 12"; 

5 T + 4т 2 

d) у = arcsin(5.T 4 + 2) -f — ; ч 

f . exp(sin т + cos т) 


Rešenja. 


a) Prvi izvod (unkđje / je /'(т) 


=J== + , pa je (vidi relacijn 

1 1 + х 2 


(6.8)) diferencial of / u tački х iz domena funkcije / dat sa 

/ . 1 \ 


df(x) = f'(x)dx = 


2x 

T + 1 + х 7 


b) U ovom slučaju imamo 

(cos X + 1/ c.os 7 x)(x 3 + З х + Зх) - (sin X + l;gx)(3x 7 + З х In 3 + 3) 
df W = (х 3 + З т + Зх) 7 


c) lz (6.8), sledi 


df(x) = (б • - ( ^ — e 3x+1 + 15 arctg(2x + 7)e 3x+1 + 12 x In 12 J dx. 

d) Diferencijal funkcije / 11 ta.čki х domena od / je 

/ 20x 3 (5 X ln 5 + 8x) - (5 X 4- 4x 7 )(cos х - sin х) \ ^ 

df(' 1 ) ~ I л / r : 0V2 ^ evnfsin х + cosxl / 


20x 3 

v/1 - (5.T- 1 + W 


3xp(sin х + cos х) 



GLAVA 6. IZVODI 


6.20. Ako jc J(x) = '\fu 2 + u 2 , tjde jt тп 6 N, m > 1, г uko su u = «(x) г 
v = «(.г) difercncijabilne funkcije promcnljive х, odrediti diferencijal df(x). 

Rešenje. h (6.8), dobijamo 

df(x) = d ( + = i(u 2 + B a)(i-m)/m d(u * + „2) 


-(« 2 + i» a )t , - m ^’“(itd M + i»<i»). 


6.21. OdredUt približrm vrednost broja A, ako je njegova lačria vrednosl 
dala sa 


a) A = 
Rešenja. 


b) A = ln( 1,001); c) /1 = уТ, 0003 


a ) 2a funkciju f(x) = -/ х , х > 0, je njen prvi izvod f'(x) = - - х > 0, 

2-^/s 


pa za х — 4, h = 0,0003, iz formule (6.8) sledi 

>/4,0003 R5 /4 + -Л=0, 0003 = 2 + ° ! °°° 3 = 2, 000075 . 

2\/4 4 

b) Alco h = 0. 001, х = 1; tada je 

ln(l, 001) « ln 1 + jO.OOl = 0,001. . 

c) U ovom sluč.aj u imamo h = 0,0003, х = 1, pa je 

/1,0003 м /Г + — j7=0, 0003 = 1 , 0001 . 

3 v 1 

6.22. Pokazati približnu formuiu 

/«” + x«a+-/U T , ( 6 . 16 ) 

(jde je a > 0, n € N, t/oi' broj х zadovoljava uslov ј.гј < a n |.c| je тпподо 
rnanji od a n ). 

Rešenje. Ako je f(x) ;= tfa 71 + х, tada je 

/'(0) = — (a' 1 + x)( 1 -")/ n j = — l — 

п 1а:=0 n а п ~ г 

Како je / diferenciabolne funkcija u 0, to sSedi 


(6.16) 


Л*)-Л°)=^=г + *■*<»). 


(6.17) 


I 
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gde о.ч1,а.1нк za r važi lim r(x) = 0 (vldeti defiuiciju 6.2 i teoremu 6.1). 

Zamcnom х r(u ;) u (6.17), dobijamo formulu (6.16), koja važi ako je \x\ 
nmogo manje od a n . 


6.23. Pokazaii siedece forrnule za “malo” |г| ; 



b) sin х fts :c; 


c) cos х pz L 


6.24. Preipostavomo da su funkcije u = u(x) г v = v(x) n puta diferenci- 
jdbiine nn intervaiu (a,6), gda n 6 14. Tada važi Lajbnicova formuia, 

(u(x) v(x)) in 

(gde korisiimo uobičajenu konvenciju := u(x)). 


L \Jj 4 U) (x)iM Ј Ј(х), X € (a,b) 


Rešenje. Za n = 1 dobija se poznata relacija za izvod proizvoda dye 
funkcije. Neka je relacija (6.18) tačna za n = k\ tada za n = k + 1 važi 

(«(*) v(x)f+^ = ((u(x)-v(x))Wj = (£ Q u W(*) u <*-i)( x )\ 

= E ( f) и° +,) (*у*-Л(*) + Ј2( к ) « (i, (*)i»“- ,+1 )(*) 

i = o W ' i=o \ 3 J 

= (o) u'(x)v {k) ('x) + ^) u"(x)v^ h ~ l \x) + + ( fc j x ) и (А: )(,г)п'(.г) 

+ (;•) u ^ h+l) ( x ) v ( x ) + (q) «(*)i» ( * +, )(a;) + (^) u‘(x)iJ k \x) + • • 

+ ( k j j) «^* -l )(x)i» ,, (x-) + (*) n (& )(x)/(x) 

= E (* '} х 6 (a, b). 

Prema principu matematičke indukđje, formula (6.18) je tačnazasve n € N. 
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(i prefchotlitom izvodjemi konsfili smo jednakost 



6.25. Nekaje funkcija f tri pula diferencijabilna na svom domenu. Odre.d - 
г!л </* г q tn y ako je funkcija с/ daia sa: 

a ) g(*) = b) g(x) = /(l/.r); c) g(x) - f(e. T )\ d) g(x) = f(\nx). 

Rešenja. 

a) Na osnovn pravila o izvochi siožene funkcije sledi 

s'(x) = 2.T/'(i r 2 ), g"(r.) = Лх 2 /"(.г ? ) + 2/'(x 2 ), 

<7'"(г-) = 8a: 3 /'"(* 2 ) + 12*/"(* a ). 

b ) = • ,'i /'(!/:>:), ,?"(.r) = — f'(l/x) + -k/"(l /:,;), 

,/"(:,.) = -!/'"( L/*) - Ј/"(1/.т) - ~-/'(1/т). 

c) ff "(*) = e 2 */"(e r ) + «*/'(«*). 

.?"'(*) = e. 3T f'"(e*) + 3 e 7 *f"(e x ) + e T f'(e T ). 

d) = /т (/"(!•« *) - /'(!»*)) . 

^'"(ж) = (/'"(ln х) - 3/"(ln ,г) + 2/'(ln т)) . 


6. 26. Pokazati da koejicijenii a J% 0 < j < n, polinoma 

P 7l (x) = a n x n -|- а л _|Ж п ” 1 + • * * -I- а)Т -f- а 0 , :r € R. 


zadovoljavaju jednakosi a , 


д! Ј, (о) 


, 0 < j < 7?.. 


Upufcstvo. Odredifci Р 7 1 7 7 ( n: ) za 0 < j < n, pa u dobijenu jednakosfc sfcavifci 
ж = 0. 
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6.27. Odrediti j — ie izvode (j G N) sledecih funkcija: 

a) /(л;) = <\ .г € R; b) /(х) = 2* t .т € R, 

c) /(.т) — sinx, л; 6 R. d) /(.т) = cosi’, л; £ R; 


e ) Л г ') = т~ — . W < i; 0 f ( x ) = '"( 1 + x )\ ! :,; l < i. 

1 — X 

Određiii / (ј )( 0) za j £ N. 

Rešenja. 

a) Kako je f'{x) — e x za svako л; £ R, fco na osnovu principa mafcemafcičke 

indukcije po j £ N imamo / (ј )(т) = e, x za sve j £ N. Prema tome je 
/ (i) (0) = 1 za sve j £ N. 

b) Slično kao pod a), imamo / (ј) (т) — 2*ln J 2 t za svako х £ R i j C N. 

Prema tome je / (ј) ( 0) = ln J 2, j £ N. 

c) Лко je f(x) — smx, х £ R, tada je f r (x) = cos.t, f rf (x) = — sin.T, 

f m (x) = - cos х , / (,| )( х) = sin ж, х £ R. Iz jednakosti 

/(а;) = Ј* л Цх) = sin ж, .т G R, 
sledi da za svako т G R i svako j £ N 0 važi 
/bb)( x ) = s j n х* т /( / b+ 1 )^ ;c ) = cost, /0 Ј+2 )(х) = — sinT, /^* Ј+3 )(т) = — cost, 

ili /( Т 0(т) = sin ^т -f — ^ , n G N. Tako je za j £ N n 

/('b)( 0 ) = /И>+*)(0) = 0, / (4ј+,) ( t) = 1, f ( ^(x) = — 1. 


cl) Analogno kao u c), za svako т E R i svako j £ No imamo 

/ (,| 0(т) = cos х , /(‘b'+ 1 )( т) = ~ sin т, /( /,J+2 )( ж) = — cost, /('0+ ј )( ж ) = sin т, 

ili / (т 0(т) = cos ^т 4 — — ^ , ?г € N. Posebno je 

/kb)(0) = 1, /ИЈ+ 2 )(0) = -1, / ( ' ,Ј * И) (0) = / (/1 ј ‘ кз) (0) = 0. 


т Ј 

2 ) Proverifci da za svalco / G N važi / (ј) (т) = — M < 1- Dalde, za 

(1 — ху^ 1 

svako j £ N važi / (ј) (0) = j\ . 


f) Prvi i drngi izvod funkcije f(x) = In ( I 4 т), јт| < 1, je 

'• '" W =(T T*F- W<L 
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Pornoću rnatematičke indukcije pokazuje se da za svako j £ N i |a;| < 1 


f ( 1 (1 + *)Ј 

i daje /<i)(0) = (-iy-*(j-l)!. 

6.28. Odreditt n—Le izvode sledećih funkcija: 


0 /(*) 


х 2 — Зж — 2 ’ 


0) 2 ); b ) /(*) = sin 2 a:, х £ R-: 


c) f(x) = sin' 1 х + cos 4 х, х £ R; d) /(*) = in « 2 - 6 2 i 2 > 0. 

a — bx ' 

Rešenja. 


fa osnovu jednakosti Дж) = 


sledi /< п )(а:) = (-l)»n! 


1 1 1 

х 2 — Зх — 2 х — 2 х — 1 
1 1 \ 


, 7 . a х- £ {1,2} 


(х - 2) n + ] (ж - l)^ 1 


b) Гг jednakosti cos 2 х = ~ + -cos2x, sledi / (п Цх) = 2 n ~ l cos(2x + птг/2). 

Uporediti sa zadatkom 6.27 pod c) i d). 

c) Iz f(x) = -р — cos4x, sledi /< п )(ж) = 4 n_1 cos(4x + пж/2), n £ N. 

d) fz f'(x) = — — 1 — dobijamo 

a + bx a — bx 

r in), Ч (-1)" -1 (« - l)!i n (n — 1)! b n , , 

' w = ( I+t.)- + (^уг. “«n,.'-)V>o. 

6.29. Odrecliti n — le izvode sledećih funkcija: 


a ) /(*) = I 1 ! < l > 

c ) / ( х ) = sin 3 x, х E R; 


b) f(x) = ln(l - х), jx| < 1; 
d) f(x) = sin 2 2:c cos Зх, х £ R. 


Rezultati. a) f( n )(x) = ć Jj"”? b) / (п) (х) = -j” 


(1 -f х) п + л 


(i - X y 
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6.30. Pokazali da je funkcija 


e~V x , х > 0; 

0, х < 0. 


beskonačno diferenctjabilna na R, i da važi / (п) ( 0) = 0 za sve n £ N. 

Rešenje. Data funkcija je difetencijabilna za sve vrednosti х £ R, izuzev 
možda u tački х = 0. Funkđja / je neprekidna u nuli, јег je 

lim f(x)= lim е~ х > х = lim e~ l = 0 i lim f(x)= lim 0 = 0 = /(()). 

Л---+0+ 37 . 0+- J 4 J х'-тО- v ; 

Za х > 0 imarao /'(*) = k e ~V^ /«(*) = ( J_ _ ЗЛ е ~Ч* \ 

/"'(*)= (Л- 4 + 4V ,/e . ' ' 


Ostavljarno čitaocu da proveri da je 

/ (п) (*) = 02 »( l/*)e- l/ *, 

gde je Q 2 n(x) polinorn stepena 2 n takav da je <2z„(0) = 0. Prerna tome 
imamo 

lim / (п) (х)= lim Q- 2 n( l/x)e~ l/x = lim Q- 2 n (t)e~* = 0. 

з;— UH- х— *0-h t — »-+СХ) 

Iz f^(x) = 0 za sve х < 0 t sledi da je 

liin f^(x) = lim 0 = 0, 

х— +-0— ; x-yQ~ ’ 

što znači da su i levi i desni izvod funkcije f( n ) u 0 jednaki nuii. 

Potrebno je još pokazati da postoji /М( 0). Jasno je da je f^ l \()) = 0 za 
sve n (E N. Dalje imarno 


Д(о) = Јш. + 


/(0+Л)-/(0) _ e-'/ h 


Pod pretpostavkom da je /j’f 0) = 0 za neko n £ N, i 

/(“>(0 + ft) - /"‘((0) 


= lini {<?г„(1/Л)е lfh = 0. 

/к — tO-f" t 1 

Na osnovu prmcipa maternatičke indukcije sledi da je Д п ^(0) = 0 za svako 
7?. E N, odakle sledi postojanje /i n ) na R. 

Primedba. Ovaj primer pokazuje da postoji heskonačno điferenđjabilna 
funkcija čiji je Maklorenov polinom bilo kog stepena identički jednak nuli, i 
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ропч! i.oga š l-o vrodnosi; Гппкгјје nije identički jednaka ntdi. 

6.31« Odredili jednačine tanr/eiilc г normaie grafika u tački 7 (:t‘o, f( :r o)) 
sle.de.ćih funkc ij a : 

n) /(: к) = у/х, x 0 = 4; b) f{x) = с ж? “ 1 , ж 0 = l; 

/ х -| 2 \ 

c) f{x) = arct.g х 2 , .т 0 = 0; d) /(:>:) = arcsin ( ■ - — ) , ж 0 = 0. 
Rešenja. 

a) Jeđnačina prave sa nagibom (koeficijentom pravca) k koja proiazi kroz 

t a č k u 7 ’ ( х o , ?/o ) i i n a o b i i k 

7/ ~ ?/o = fc' ' (+* - *o)- 

Geometrijska interpretacija prvog izvoda u tački .т 0 je da je nagib k 
tangente grafika fjmkcije / u fcački T(x'o,?7o) jednak vrednosti prvog 
izvoda funkcije / u rr 0 , tj. k = /Ч‘ г о) (videti relaciju (0.12)). 

Prvi izvod Tunkcije / u fcački х je f f (x) = - — — , pa ako sfcavimo .7.* 0 — 4, 

2\/x 

dobijamo / ; (d) = 1/4. Vrednost funkcije / u tački .т 0 = 4 je ?y 0 = 
f(A) = 2. Tako je jednačina tražene tangente obiika 

у — 2 = -- (т — 4), ili 4 ;?/ - х — 4. 

Jednačina normale grafika ftmkci je f п fcački 7/т 0 , ?/ 0 ) je oblika (rejacija 
(6.11)) ‘ ■ 

V - Vu - k\ (х - т 0 ), 

grle jc к\ = — pod uslovom da nagib fcangenfce /с( = f'(x 0 )) nije 
k 

nula. U našem slučaju je k\ = —4, što daje jednačint? normale grafika 
funkcije i? fcački 7^(4, 2), koja je oblika. 

у 4- 4т = 18. 

b) Prvi izvod date funkcije je f f (x) = 2хе* г ~ 1 , odakle je nagib fcangenfce 

k = /'( I ) = 2. Jeđnačina fcangenfce je у — 1 = k(x — 1), fcj. у — 1 = 
2(т — 1), ili 

у — 2т +1=0. 

Jednačina normaie grafika funkcije / u tački T( 1, 1) je obiika 

2 у + х - 3 = 0. 


n.t VVOL) 


c) Iz ?/ = — — slcdi d a je ?/(()) = 0. Prenta tome, jednačina tangenfce je 

! + х' 

?/ — 0 = 0 ( х ~ 0), odnosno у = 0. 

[Jstvari, fcražena fcangcnfca je л; — osa, dok je normala grafika funkcije / 
n fcački 7/0,0) у— osa, čija je jednačina х = 0. 

d) Domen funkcije /jeinlervai [-4,0), jer je apsolutna vrednost argumenfca 

funkcije arcsin mauja i!i jednaka L Lako se pokazuje da je funkcija / 
neprekidna sa leve sfcranc u fcački 0. 

iumkcjja / nema ievi izvod u fcački 0, jer je 

m + v-m - 8 -(+)— 1,1 

л.-,о- />. л— o- />. 


2(sin l - 1) Ло- 2(cos Z - l) 4(sin 2 (z/2)) 

Zuači, tražena tangenta je nstvari у— osa, čija je jednaćina х = 0. 

.Jeclnačina nonnale n tački T{ 0, — ) je ;>/ = 0, što je ustvaii х— osa. 

6.32. Odredili pnramp.iark i.nko da pravn. у = кх + 1 bude tangenia parabole. 

{(s,!/)l V 2 = 4r . x > °), 

г odrcdUi tačke dodira. 


Rešenje. Dafca icriva jeste grafik dvo funkcije, 

f,{x) = 2/^, X > 0, i Мх) = -ЧуД, х > 0. 

Oznaćiino sa T{x 0 ,yo), x 0 > 0, zajcđničku tačku tangente i parabole. Tacla 
j« i/o = ±2.^ i к = ±-^=. To claje 

л— 1 

Уо ~ kx n + 1 2^/то = — =zt 0 + 1. 

\/x*o 

'Гако dobijamo т 0 = 1, pa je zajednička fcačka fcangente i parabole / г fcačka 
7X1,7). Dakle, jednačina jedne fcražene tangente je ?/ = х 4- 1. 

T J drugoj fcački fcangenfca ne posfcoji, jer je 

-2у/хЦ = T f => y/*i = “1 < 0, 

лДо 

Sfco jo kontradikcija. U fcački т = 0, grafik funkcije / 2 , dakie i daba parabola, 
imaju verfcikaimi tangentu. 
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zadovoljava uslove Itoiove t.ooreme, što znači da je uoprokidua na zatvorenom 
intervalu [a } b], ima konačaa prvi izvod na otvorenom intervalu (a,6) i važi 
L(a) = F(b). ZnačL postoji fcačka. c E (a,6) fcakva da je i p/ (c) = / У (с) = (J. 

Ako je iuterval (a,6) beskonačan, tada posmafcrajrno prave у = C -b £ 
i 2/ = C - e. Ako je c > 0 ciovoljno malo, fcada bar jedna od ovih.pravih 
preseca krivu / u (najmanje) dve fcačke sa apscisama а л ’■ i a>. Funkcija / 
zadovoljava uslove Rolove teorerne na [a A) a 2 ] C (a 5 6), što povlači da postoji 
tačka c 6 (a,6) fcalcva da je f f (c) = 0. 

Primedba. Tvrdjenje zadafcka 6.40 važi i ako je granična vređnost u relaciji 
(6.22) T co ili — oo. 


6.41. Pokazati da 

d n 

a) Lagerov polinom , L n (x) = e. x -j—(x n e~ x ) % гтпа iačno n pozitivnih korena; 

t d n 2 

b) Cebišev-IIermitov polinom, H n (x) = ( — l) n e^ — -(e* 37 ), »гпл n reainih 

korena; ■ 


c) jednačina 

vma n realnih korena . 

Rešenja. 

a) Funkcija /(ж) = ;t* n e” x zadovoljava uslov 

/(0) = lim /(.т) = 0. 

*Too 

Iz preihodnog primera siedi da posfcoji tačka 6 (0,Too) takva da 
i e /4fi) = 6; fcakodje je lim f f (x) = 0. Ponovnom primenorn 

X— » + oo 

prethodnog posfcuplca dobijamo fcačke f 2 G (0,£i) i £3 6 (f‘2,Too) 
takve da je /"(f 2 ) = / У/ ( f 3 ) = 0. Primelimo đa je /"(0) = 0, i 
tim /"(*) = <). 

х-+Тоо 

Nasfcavljajući ovai posfcupak, dobijamo da funkcija /( п ~ 1 )( ж ) ima n 
realniii korena uključujući i tačku х = 0, dok /( п )(ж) ima takodje n 
korena, jer je /( n )(0) ф 0. Prema tome, polinorn L n (x) = e*/< n )( a;) 
ima n pozitivuih nula. 

b) Posmatrajmo fuukciju g(x) = e~ x ' 2 na intervaiu (~oo, Too). Anaiogno 

kao u prethoduom zadatku, dobijamo da #( л )(х) irna n realnih korena. 
Zbog toga, i polinom H n (x) = ( — \) n e x д^ п Цх) Ima n reainih korena. 
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c) Pmuentti postupak kao u b) na fnnkciju h(x ) = — - — ? х 6 R. 

1 T х 2 7 

6.42. Dtfe re ncija b ilna funkc гја f je konsianta na intervalu [a t b] ako г samo 
ako je njen prvi izvod f' jednak nuli u svakoj tačkt oluorcnog irtiervala (a. 6). 

Rešenje. Ako je funkcija konstanta na intervalu [a,6], fcada je njen prvi 
izvod jednak nuii na intervalu (a,6). 

Neka je f*(x) = 0 za sve х 6 (a, b) i neka su х л i ;п 2 dve proizvoijne tačke 
intervala (a, b). Iz Lagrartžove teoreme sledi da postoji tačka £ 6 ( 14,0:2), 
dalcle 6 (a,6), takva da je 

f( x i) ~~ /(*2) = /'(fKsi ~ т 2 ). 

Na osnovu pretpostavke (/ ; (i) = 0, Va; 6 (л, 6)) i poslednje relacije dobijamo 
J{. x i) = /(т‘2)- Pošfco je par Ж1,х*2 bio proizvoljno izabran, to je funkcija / 
konstanta na intervaJu (a, b). 

6.43. Ako su izvodi funkcija Е л (х) г /2 ( т ) na nekom inlcrvaln jednaki, Jj. 

1‘ г (х) = ^(т), T|,a: 2 6 (a,6), 

tada je raziika te dve funkcvje jednaka konstanti . Pokazati . 

Rešenje. Ako označirno sa Дж) = i'i(x) — 62(1), tada važi /'(ж) = 0 na 
irttervaiu (a,6). Iz zadafcka 6.42 siedi da je 11a tom intervalu funkcija f(x) 
konstanta. 

6.44. Neka je f diferencijabilna funkcija na intervalu (a t b). 

a) Ako je pi oi izvod Junkcije f pozitivaii ( resp . nenegativan) nu iniervalu 

(a,6). iada je f monotono rastuća ( rcsp . neopadajuća) na (a t b). 

b) Ako je prvi izvod funkcije g negativan (resp. nepozitivan) na intervalu 

(a, 6). tada je J monoiono opadajuća (resp. nerastuća) na (a ; b). 

Rešenje. Dovoljno je dokazati siučaj pod a). Pretpostavimo da je f f (x) > 0 
za svako х* e (a.6), (resp. f'(x) > 0) za sve х € (a t b). Ako su x u x 2 dve 
tačke iz datog iutervala i х i < x 2 , tada iz Lagranžove teoreme sledi da posfcoji 
fcačka £ € (xi f x 2 ) takva da važi 

f( x 2 )“ f( x l) = f (£)( x 2 — Xf). 

Kako jc po pretpostavci prvi izvod hinkcije / pozitivan (resp. nenegafcivan) 
na celorn infcervalu (a.b) } iz zadnje relacije dobijamo 

f( x 2) ~ f( x i) > 0 (resp. f(x x ) - / ( х 2 ) > 0). 

1° zaa ^i da je Гипксуа / mouotono rastuća (resp. neopadajuća) na. (a,6). 
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6. 45. Košijeva teorema. 

Neka su Junkcvjp f г g 

© neprekidne na zaf.vorenom inlervalu [a, b\ г 

9 đifcrencijabiine na otvorenom intervalu (л,6). 

Ako je još i г / Ф 0 zn svako х € («, />), tada posloji bar jerlan broj £ € (a, b ) 
laknv da je 

f(b) — f{a) __ /40 • (6.23) 

r/(6)-r/(a) g'(f) 

(Лко je g(a.) Z r/(6), iada usiov g f (x) 0, х E («i0» T))OZ(t zamenjen 
skibijim uslovom /(: r) /2 I //(■с) ,г > 0, х. E (r/,,6).) 

Rešenje. Ako //(:/;) / 0, :r € («,&), tacla iz zadatka 6.44 sledi da je funkcija 
q monol.ona na (a f //). Ako je п monotono rasiuća па i c/.,6), tađa posl.oji 
inverzna funkcija х — a:(/,), definisaua i dilerencijabil.na па inl.eivalu [О:,/?], 
gdo je a — g(n) i 0 = r;( //). Primetimo da je r/(a) < c/l/0* 

Funkdja /(:?:) se može pisati kao funkcija /(.г*) — /(:f (/>)), 1 € [«,/?], 
Ume je / diferencijabilna funkcija, kao kompozicija diferencnabilnih funkcija. 
Primenom Lagranžove toorenie (i izvoda složene fnnkcijo.) dobijanio 

MlM . №(,)K,(c) 

/1 — ГУ 

za neko c € ( o*, /?)* ili 

/(/>) - / ( «) = /'( : ,: ( с ))_ 

</(/>) - (/("■) <7 '( : ' : (' : )) 

Дко uzmemo .т(с) = £, dobijamo tvrdjenjo teoromo. 

Prhnedba. Lagranžova toorema jeste posoban slučaj Košijeve teoreme, 
kada je funkcija g data sa //(:/:) “ х 

0.46. hpitat.i dn li se Košijeva leorema može primeniti na siedeće funkcije: 
a) f(T.) — :r: " , /Дт) = X ? \ х E [ I , l); 
h) /(>;) = :r' 2 | 2:r , g(x) = :r > т € [- > l j- 

Pešenja. 

a) Ne. Ustvari, iako je (Д-.1.) = -1 1 = /7(0» Ф ак u ,;ački * = 0 važi 

//( 0)2 + f7 /(())2 = o Oakle, uslov Г(х) 2 \ g'Orf ф 0, za sve ж € [-1, 1], 

nije zadovol јеи . 
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b) Da. U ovom slućajn je g( — 1) = — I ф 1 = g( 1 ), f f (x) = 2.т + 2 \ 
g f (z) = Зх 2 , tako da važi (f'(z)) 7 ~b(g f (x)) £ Ф 0, za svako х E [-1, I]. 
Odredimo tačku / koja zadovoljava uslov 

mi z liz ii = m ,e(-ii) 

Pošto je ^ ^ J = 2 ^, 2 2 , ili З/ 2 — f — 1 = 0, to dobijamo 

= 1+ /^ e(-i,i) > ZlZR e (- 1 , 1 ). 

6.47. Pomoću Lagranžove teoreme dokazati sledeće nejednakosli: 

a) j sin ал; — sin ay\ < |а| * |г — ?/|, а ^ 0, т, ?/ € R; 

b) (arctgT - arctg ?/| < \x - y|, х , у £ R; 

ч х ~ у , г г ~~ у 

c) < ln — < , 0 < у < х\ 

z у у 

d) — - — < ln(l -f г) < .т, х > 0; 

у l + :t; 7 

e) е т > 1 -|- х, х £ R; 

f) e r > ег, г >1; 

g) 7?.(/; — a.)a n ~ l < b n — a n < n(b — а)7; л_1 , 0 < а < 7? E N; 


h) — гт < т — ) , n € N, а > 0. 

J п ГУ + 1 V(n-1) CT n a J 

Rešenja. 

a) Primenom bagranžove teoreme na funkciju /(/.) = sin al, koja је иерге- 

kidna i diferencijabilna na proizvoljnorn intervalu [у,ж], dobijamo da 
postoji tačka / 6 (?/,г), takva đa važi 

sin ах — sin ау = a(x — у) cos а£, odakle je 
j sin ах — sin а?/| = јај • | cos af | * |т — y\ < |а| * |x — y\. 

b) Funkcija f(i) = arctgf je neprekidna i diferencijabilna na intervalu [i/,x], 

pa postoji fačlca f 6 (у,г) sa osobiuoni da je 

х - у 

arctgx - arctg у = ^ . 
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Ođađe je 


jarctga; - arctgi/| = y + jj < \x - y\ 


c) Fuukcija f(x) = ln х je neprelddna i diferencijabilna na intervaiu [y 7 x] } 
0 < у < х, pa postoji tačka f 6 (y } х) takva da je 


ln х — ln у = 


(6.24) 


Ako u (6.24) zamenimo f sa x } tj. sa većom vrednosti, to dobijamo 
ievu stranu tražene nejednakosti. Anaiogno, zamenom ( sa p (6.24) 
dobijamo njenu desnu stranu. 

d) Pornoću funkcije /(/) = ln(l -|- i) na intervaiu [О.г*], i relacije 

ln(l -b х) - ln(l -f 0) 1 /л ч . i 1 

— — ; = 5Те' ,Ј ' тт+Гк 

dobijarno traženu nejednakost. 

e) Funkcija f(x) = e x na. intervaiu [0,a;], х > 0 (resp. na [zjO], х < 0),) 

zadovoljava uslove Lagranžove teoreme. Zato je 

— F° 

= e * => e x - 1 = ze*. 


o Ako je х > 0 , tada je £ > 0 3 pa je е* > 1 i e x > 1 + х , 

© Ako je х < 0 } tada je f < 0, pa je e^ < 1 } ali хе^ > х, pa je 
nejednakst tačna. 

f) Ako uzmemo istu funkciju kao u e) i interval [1>а;], dobijamo 

e x — e l t 

= > e, za neko f € (Laj. 

х i 

g) Uputstvo. Koristiti funkciju у = l n i intervai [a,6]. 

h) Ako uzrnemo funkciju f(x) = naintervalu [n- l,n] } dobijamo traženu 

nejednakost. 


6.48. /1А;о je izvod funkcije f ogrciničen na iniervalu (a,b), tada je f uni- 
formno neprekidna funkctja na (a,b). 

Rešenje. Kako je funkcija f* ograničena na (a,6), to postoji ’broj M > 0 
takav da je \f'(x)\ < M. Primenom Lagranžove teoreme, za svaki par 
tačaka х 1г х+ € (a/b) možemo pisati 

l/(*i) - /(* 2)1 = 1/4011*1 - Ж2 1 - M Ni - *г|, £ e (i|,* 2 ). 
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Neka je s > 0 dato. Ako stavimo б 


. tada dobijamo 


(У.т;Ј ; .г *2 в (а г b)) \хј - x 2 \ < 6 =$>■ [/(.tj) - /(x 2 )| < t. 

6.3 Tejlorova formula 

Teorema 6.4. Tejlorova teorema. 

Nekaje funkcija f neprekidna na zalvorenom intervalu [а,јЗ]. Neka je } dalje. 
n pozitivan broj takav da su svi izvodi funkcije f do reda n neprekidni na 
[a,(f\ i postoji konačan izvod funkcije f reda (n+ 1) na (a,(3). Ako su a г х iz 
(а,/3), iada postoji taćka f izmedju a i х takva da važi Tejlorova formula 

/(*) = Д«) + (* - o.)f(a) + + i^Z+! na)+ 




Tejlorov polinom reda n u tački a za funkciju / je polinom 


-Pn(s) = /(«) + (s - a)f(a) + 




Tako se Tejlorova formula rnože zajjisati kao 
/(s) = P 7l (x) + R n (x), 

gde je ostatak J? n dat sa 


(6.25) 


Дп(*) = -+, /js, / ( " + 1 ) ( 0 . £ = a + đ (ж-а), 0 <+ = t>(x)<l. 

+ ij. 

Pomoću definicije 4.9 relacija (6.25) se može pisati kao 
/(®) = P n (a) + o((x- - а) п ) , х —t a. 

Za а = 0 dobijamo Maklorenovu formulu 

■/(*) = /(0) + »/'(0) + ^/"(*) + |y/ / "(o)+ 


. . . + £-/(»)( 0) 


г/ (,,и) (0. f 6(0,6), 


’ n! ■ (n + 1)! s " 

Maklorenov polinom reda n za funkciju / je polinom 


>»(*) = /(0) + */'(0) + =/"(0) -i v ~N\ 0). 
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6.3.1 Zadaci 

6.40. Pokazati da je Tp.jI.orov polinom za pnlinorn P n (x) stepena n baš on 
sam. 

6.50. Razvrh poiinmn f{x) — х л - 5:r 3 - Зл: 2 + lx 6 po sicpenima od 
х - 2. 

Rešenje. Iz /(2) = —16 i 

/'( х) = 4:г : ' - 15ж 2 - 6.т + 7, /'( 2) = -33 

/"(:?:} = 12:7; 2 - З0.т - 6 /"(2) = -18; 

/"'(i) = 24 ж - 30, /'"(2) = 18, /»■*)(*) = 24, Д'')(2) = 24, 

sledi 


.т' ! - 5т 3 - ‘Лх 2 {- 7:г 4- 6 


Talco је 


(т — 2) 2 

IG - 33 (т - 2) - 1.8 - — ~~ 
(х - 2) 3 (х - 2) /ј 

+ 18 Чг~ + 24 ^и ' 


r 4 - Г»ж 3 - Зж 2 -I- 7ж -I- f> = -16 -33(.т - 2)- 9(ж - 2) 2 


+ 3(.т - 2) 3 + (т - 2) 4 . 

U ovom slučajn ostatak je jeclnak nnli, јег je |>eli izvod Гипкаје / iclentički 
jednak mili. 

6.51. Primeniii Maklorenovu formnlu za sledeće fitnkcije: 
a) /(.т) = e 1 ; b) /(з:) = sin ж; c) Дз;) = cosx; 


b) /(з;) = sin a;; 


d) /(х) 


) /(ж) = ln(l — т); f) (1 + *)“ 


I ^ v ■" / — . f W 

l — X 

U f) je ot racionalan hroj rnzličit od nule. 


Rešen ja. 

a ) е ' т = T tj 1 


м . + (-i)V fc +, 

b)S,,,I = £ C2fc + 1)1 


=) Чш” + ”<* >' d > rb-E** + •<*■* 

i-— n л ' P 


o н i - т) = -vr + о(.т"); f) ( i -i- *r = E J :t> + °ч п )- 
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Лко jc’ r.v racionalan broj različit od nule, tada je po clefiniciji 

ЛЛ (or\ _ «(о - l)---(a-(fc- 1)) к € N 


loj- 1, 

6.52. Primeniti Maklorenovu formulu zn sledeće funkcije: 


(6.26) 


ПпЛ — п Г ’* + 1 


a) /(т) = e 


b) Д.т) 


c) f(x) = sin(2.T + тг/3); d) Дт) = ln(.T + e). 

Rešenja. IJ ovom zadatku koristimo sledeće tvrtljenje. Ako je 6 ^ 0 i 

/(.т) = У\ rtfcT fe + o(:c n ) , tada je /(fcx) = У\ akb k x k + о(.т п ), т. -* 0. 


г) lz е г ” : + | = e • е 5:г dobijamo 


” 5 fc .r fc 


e 5T+1 = * E Tr + °Л П ). * 


b) Iz zadatka (6.51) imamo 
(6.26)): 


= (1 + ( — 1 )т ) 1/2 , pa je (videti 


Г-г = »-■•> 




~ к f o(x n ), 1 -tO, gde je za k € N 


/-iM (-5)-('j- 1 )"-(-5- (l - 1 >) , 

( k j = t! ' ’ 24! 

Tako dohijamo ^.-=== — 1 + - — 2 fe A:l " ^ ^ 0 (* тП )* 

c) Iz /W(x) = 2 fc sin(2® -I- тг/З + ктг/2) i / (;с) (п) = sin ^“(2 + 3/c )^j > 

l+N, i iz zadatka 6.51 b) ima.mo 

n o2Ar-+ l — 2k-)-\ / mr \ п »O 

sin(2.T + Tr/3) = Е(-Т (2Jfc + l)T Si ” (б^ 2 + 3fc ))+°( :,: П )’ :K “* °' 

d) Iz 1п(т + e) = 1 + ln(l + те) i zarlatka 6.51 e) dobijamo 


1п(т + e) = 1. + ЈГ Vj- + o(,: n ), т -= 0. 
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6.53. Primeniti Maktorenvvu formulu na sleclede funkcije : 
a) f(x) = (.г 2 + 5)e 3x - ^ rt~\ _ + 3č;X ) . 


-) /(a) = ln 


2 - Зх 

3 + 2х' 


b) /(*) = 


c ) /( x ) — ( x ' + 2)\Д + х; d) /(ж) = cos х + јж| 5 ; 


f) f( x ) = ln(6 + llx + 6a; 2 + a; 3 ); 


g) Л х ) 


1 - 2a; 2 
2 + ж — х 2 


h > 


a: 2 + 2 

ш 3 + a: 2 + х + 1 


i) Na osnovu jednakosti (х 2 + 5)e 3x = x 2 e 3x + 5e 3x dobijamo 


n ~ 2 ‘\k~.k n пк к 

/(*) = »’E^ + ofO + sE 5 jr + »K 


з‘-»** A 3 k x k 


(k — 2)! 


+ 5 ^ —£j — t- 5 + 15ж + o(x n ) 


n f ofc-2 


5 + 15ж + £ { (^у- + j + 0{хП) 


П /ol-2 


5 + 15* + ј -Tj-(*(* - 1) + 5 • 9) х к + о(х п ), X -+ 0. 


b) f( x ) = х 2 е~ 2х + Зе“ х 


' г (е ЛЛ + «(*-- 2 )) + з е Л/ + «(*") 


v^ (-2) к ~ 2 х к „ 

£iiV+ 3 --+\E 


^ (-1)*** 


+ о(х п ) 


3 — За; -f £(3 + к(к — l)2 k 2 )- — 1- o(a; n ) } х — *■ 0. 

к—2 k ' 
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с) Ако u ziufatku 6.51 f) stavimo a = 1/2, dobijamo 


, a; ^ (2Jb - 3)!! , , Tl4 

1 " 2 - JZ 2Цз :с + ° la; ,г °* 


Prema tome je za :r — » 0 


х = х 


х 2 n (2/v — 5) i i 

2 ^2*-1(*-1)! + (X } 


+ -2-»-2g ^- t .p a; * + o(>) 


Зх 2 ^ 6(2A: - 5)!!(fc - 1) fc 


a;* + o(a; n ). 


d) Posmatrjmo funkciju h(x) — |.гј 5 . Ona ima četiri izvoda na R i važi 

/i(0) = h'( 0) = h"( 0) = //"(0) = /i ( ‘b(0) = 0. 

Dalje, funkcija h ima i peti izvod na skupu R \ {0}, tako da možemo 
pisati 

h(x) = P 4 ( х) + o(x 4 ) = о^х*' 1 ), х — ► 0. 

jer je P 4 (x) = 0. Prema tome, imamo 

х 2 х 4 “ “ 7 

COS X + јж| 5 = 1 - — + — + o^a; 4 ), X -+ 0. 

e) Како je ln = 1п2 - ln 3 + ln (l - - ln (l + , to iz 

zadatka 6.51 e) sleđi da je 


ln 2 - ln 3 - 5D- 2 ^.+ 0 (z n ) + 


— (~2) k x k 


+ о(г- п ) 


= in 2 - In 3 + £ 


г- ((-4) fc - 9 k )x k 


+ o(x n ) t х — >• 0. 


f) Iz 1ц(6 + 11® + 6x 2 + х 3 ) = ln(3 + х ) + ln(2 + ж) + ln(l + х), sledi 


л*) = ine + 52 


^(-l)*- 1 !* ^(-l)*" 1 ** П (-1) к ~ 1 Х к 


+ 0(x n ) 


71 

V Ч * /о* . ofc , ^ 


(2* + з* + б*) + <>(*"),■ ®-+o. 
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g) ,z ГтЉ* - 2 ' 4 цГГх)' sle,li za т ^ 0 


7 ” I " 


I » (1-2)4-' -7),* 


«*>- ! -i?r - +£ HiHr 


h) /(.т) - 


r 2 4 2 


:Г 3 


r 4 4- X* 4 X 4 1 2 V 1 4 7 ; 2 I. 4 X 


£(- - E ( ~i)^ 2M l 4 3Г(-1)УЈ 4o(r 2 ”) 
^=0 / С г =0 Jt =0 / 

(3-K- l )*)^ , ^ ((-!)*+• -3)*«+. 


6.54. Primenih Mnklorenovu formulu nn sledeće funkcije: 
a) /(7:) ~ ;ј: л r.os 2 r; b) /(: r) = sin 2 ж cos 2 х: c) / ( r ) = sin /f 4 

d) /(r) = arct.gr; e) /(.r) = arcsin r; f) /(r) = sh.7:; 

g) /(r) = ch r; h) f(x) = sh r ch 2.т. 

Rešenja. 

\ r/ - f - s 9 9 l ~l" cos 2>x 

а / Kako je cos x r = r J - , to iz zadatka 6.51 c) sledi 


т з i n ~J / tU'9 2*«.2fc-f3 

/(*) = — -I- - У L_i LLJL 

2 2 / ~ J fOi-M 


+ o(a: 2n+J ) 


~ *' + S ^(ГГТГ)! + °f* + )- 

b) Kako je sin ? х r.os 2 х = — ( 1 — cos4.t), t;o iinamo 

JL f _ I \fc— 1 o-lfc— 3-,2/c 

/(*) = £ - - рц, — + X - 0. 


c) h jednakosl.} sm 1 х -}- cos'* х = — (3 -I- cos4r), dobjjamo 

“ (-■n fc 2 /|fc “ 2 Т 2/: 

/(r) = 1 + V LiLl _^-4 <** a " +1 ), r - 0. 

Jt=i л '4 
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d) Na osnovu jednakosti (arctgr)' = = у/ — j ) к х 2к + o(r 2nH1 ) 


mozemo pisati 


'•ctg * = J2 ( ■ - 1 ) fc + °( a - 2n+2 ) - * -+ o . 


e) Pošto je (arcsinr)' 


\/I — r 2 


= ‘ + £ ( ^T^x M + »(* ! “*'). *» 


X + f' + 2 --- 1 )" х ™+1 + „(,>«) 

2 fc Ar!(2/c + 1) + >■ 


f) Tz s h х = , dobijamo 


' b * = £(5E+7)! + ‘ K * , " n 


е г 4 6 1 

g) Iz jednakosti ch х = dobijamo 


n , r 2Лг 


С| ’ 1 = £рЦ! + ° (1, " + ' ) ' 


h) Kako je sh r * ch 2r 


e 3r - e x + е- т - e” 337 1 


= — sh Зх — ”sh r j to je 


-j / n o2A:-fl 2A:-fl n 2А:Ч-1 \ 

cii х • ch 2r = — I У' - — ) + о(т 2п+2 ) 

Ј \и< 2 ‘+>)| »+ 0 (“+i)(/ 1 ’ 


= £ 2(TfeTl)T (:,,M 1 “ !) + °(х 5 " +г ). —0. 


6.55. Odrediti sledeče granične vrednosti : 

.) b , lim 

r—o arcsin X ~ sin х ' x-m arctgh r - r 


Зх 2 2 

4 _ 4 exp(arctg х) 4 l 

c) lim ? 

y х— •■0 . 1 - х 

ln — - + 2a: 

1 -I- a: 
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c) Na osnovu sledećih reiacija: 

"“«* = * - T + 1,1 ГТ7 = - I*’ + 

exp(arttg a;) = ! + («-£)+£ + £ + «(,») = !+,+ £_£ + „(.з^ 

2 *:■ * 

I _ x — 2 + 2ж -f 2ж -f 2a; 3 f o(a; 3 ), kada ж — »• 0, dobijamo 

За; 2 2 i o 

^ +exiHarctga; ) + .i đ з ! о(ж3) 

Г T- - a.- i'“o 2~ 3 — = 13/4. 

j х + 2-t ' : ' --3* +о(* 3 ) 


6.56. Odrediii sledeće granične vrednosti: 
a ) lim (cos(x*e x ) - ln(l - х) - z) 1 ^ 3 ; 


lim f 

x-»o 1 


2 \ i/(* a (vT№-i)) 


cos(sin a;) + 


c) iim 

^ ~ . Г\ 


o V bin X * arctg X tg a; * arcsin a; 


Rešenja, 

a) Koristeći sledeće Maklorenove formule (х — + ()) ; 

•ге х = х + z 2 + o(a- 2 ), što povlači cos(a;e x ) = 1 - х 2 /2 - ж 3 + о(х 3 ). 

i СОВ (1е*)-1п(1-*)=1 + *_ 2* 3 /3 + о(х 3 ), dobijamo 
lim(cos(xe x ) - ln(l - *) - ж) 1 /- 3 = H m (i _ 2х 3 /3 + о(.г 3 )) 1/х3 = е -а/з 

b) Гг sledećih asimptotskih reiacija (х ~+ 0) : 

a; 2 5 

cos(sin ш) = 1 - - + ±- x * + o(x 3 ), VTT 2* = 1 + + o(w). 


2x — 1) a; 3 + о(.г* 3 ) 


, dohijamo 
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\) I i m 


r.os :r 4- З.т — l 

1 ; 

o 2x 


b) lim 


е т 4- e x — 2 cos х 
х sin 2x 


ч !н cos ах 

ч т— ’ 

-r— o I n cos 6:/; 


d ) lim "Г - 7 . o > 0, e jS 1 ; 

r— a a 177 — а п 


ч (« + х) т - « x 

г ) l»ra 1 , « > 0; 

X— ‘0 X z 


f) lim 


1 In х — 7; -}- L 


Rešenja. 

a) I’unkcijn /(т) = cos х + З.т — 1 i g(x) — 2x su diferenci jabilne na 

ini;ervalu koji sađrži nulu i izrazi su oblika kada х —> 0, pa je 

cos х 4 З.т — 1 — sin х 4 3 ( 

bm = lim 2— = 3/2. 

r~-+o 2т х— »o 2 

U zadacima !))— Г), usiovi Lopitaiovog pravila su ispunjeni, pa važe sledeće 
jednakosti: 

, , .. е г ' 4 e~ x — 2 cos х е т — е~ т 4 2 sin х 

h) lim : — = jim — 

x-*o х sin 2т х — »0 sin 2.7; 4 2т cos 2т 

е т 4 е~' т 4 2 cos х 

= liin : : = 4/4=1. 

x->o 4 cos 2.т — 4.т sm 2x 


In cos ах гпчпт a sin ах * cos bx 

c) iim — = iim • — = lim — — 

х— +0 1 11 cos bx х — +o — osn\bx х— m /; sm bx ■ cos ах 

cos bx 

9 sin ах 

n . ■ cosut 2 

= lim гЦ 

X“0.„smu.T b 2 

b l — : cos ах 

bx 


d) lim — = lim — 

х — hi (i x — d n x~+a 


а.т п 1 — a x ln a 1 — In a 
n a 3: lna ln a 


(a + x y- - 

e) inn 


:ln(a+x) f\ n ( a + x ) + ^ __ a -r | R a 

\ п 4 X ) 


e rl«.(*+x-) j (ln( a + a;) + 


j : 1 

a 4 т (a 4 7 :) 2 


a T h\ 2 a 


2 
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у x x ~ х X x (in X + i) - I X x+1 X l) X 

f) hm т = lim — - — = - = hm ' 

*-♦* 1и х — г* -f 1 x-*i — — i 1 ~ х 


‘(ln X + 1) (l + i + ln ж) + г 


x x - 1 


6.58. Odrediti stedeće granične vrednosti: 


ч .. Зж 2 -f* 2x — 2 

a) lim r ; 

х— *4-оо a; 2 — 1 


v\ i- 2 in х 

b ) — p-, ^>0; 

х— »-foo x° 


c ) lir ?' ii > 0, a e R; 


d) Um 

ж-*+оо m X 


Rešenja. Izrazi su oblika u — ,} } i uslovi Lopitalovog pravila su ispunjeni, 

oo 

pa imarno sledeće jednakosti. 

. Зж 2 + 2x - 2 ба; + 2 6 

a) lim 5 = lim — = - = 3. 

Х-+-Ј -00 х г — 1 Х-+-Ј-00 2x 2 


b) lim — = lim f = lim -Дт = 0., 

ат— oo x° х— >-f co 0Х”~ к х— +-foo bx b 


c) Ako je a < 0, tada je lim = + oo. : 

ж— f-foo e ax 

Ako je a > 0 ; fcada možemo odredifci k E N takvo da je k > b. Pri- 
menom Lopitalovog pravila A;—puta dobijamo ■ 

x k k\ 

hm = lim — r = 0. 

ж— f-foo e ax ж— +-f oo a k e ax 

х^ x k ■ 

Kako je 0 < < . a; > 0. fco sledi 

e ax - e ax 

x b 

hm = 0. 

х— н-оо e ax 


d) lim - "f " X) = lim = Um -i- = 0. 

ж -t-foo in Ж ж— *+oo 1 X— f-foo ln X 


X 
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6.59. udrediti sledeće grariične vrcdnosti: 


0 lim ^(e 1 /* - ] V 

ж— -foo y 


L) lim sin ж!п cfctf.x: 

ж -m-f 5 


AV 1 " 1 "'’©- d) - 2 м “‘ п (^+т)) 


eV- - 1 


el/x (~ ) 

'rV 


a) «ii?eo г ' (е!/Х ~ 1} - ,1^оо е -~Г— = Jrn^ e l ' x = 1. 


ln ctga: _ Пт ctg a: sin 2 a: 


b) lim sin a: ln ctg х = lim "V = ц т 

x -°+ x—0+ 1 х— r 0-j- 


+ ~ cosa; x“ o+ cos 2 a; 


c) Odredimo prvo za k č N graničnu vrednost lim x a / h ln ( — ^ Pri- 

Ж — f 0"I* \ д; / 

menom Lopifcalovog praviia dobijamo 

1 

‘ П (х) = = L-PoV X “ ,k . = °- (6/28) 


lakodje je ln* у-Ј = 0. Ako izaberemo A; 6 N fcakvo da je 

k > tada J e п < a '“ jln^ x\ < x a jb* .г| , za х > 0. Na osnovu (6.28) 

sada sledi lim x° \V ( — j = 0. 
х— +0-f \X J 


d) lim х ( 7Г - 2 a.rcsin ( — Z i | — Uj 
Х ~ + 00 V ll/s 2 + \ ) ) X--. 


7Г — 2 arcsin 


/а; 2 + 1 


2V^+1 


lim 

х*— +*f oo 




£ 2 + I 


= iim 


s 2 P 1 


2. 
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6 . 60 . Ođreclih slerleće п ranične vrednosti: 

a) lim ( ~ } : h) iim ( 

гг-и) \x 2 sin 2 xj *—0 V e- 


\ 1 

- 1 х 


Rešenja, IJ ova dva primera irnamo neodredjeno obiike “co — co” , tako da 
je pofcrebno izvršiu odredjene fcransformacije da bi se dobili oblici па koje se 
rnože primeniti Lopitalovo pravilo. 


a) lim ( Дг т-к- 

т — >0 \X. S 1 n '* X 


. 2 2 
.. sin X — т. 

} uu — — — 

.r-vo х л sin х 


sin 2 х -f cos 2 х ~ 1 


sin 2 х + 4 x sin х cos х + х 2 ( cos 2 х 

: — sin 2 х) 

- 2 si n 2 х 


sin 2 х + 4 :п sin х cos х + x 2 (cos 2 з 

: — sin 2 х) 

-2 



X X n , n 

j _j. /ј COS X 5 — (cos ' X ~ S! П ' X) 

snu: sini’ 

b> *„(_! — i) „ *» * «„, _2 

r — v o \ е т — 1 ж / r-vo .те* — х .т-*о хе т 


+ c r - 1 


= iim = -1/2. 

r-vo xe x + 2е х 

G- 61 . Određiii sledeće grnnične vrednosli: 
a) iim(l + 2x) l l T \ b) lim i’/f 1 -*); 


d) lim ( — arccos х 
r-v o V тг 


Ј / ;г; , /sin 

; e) Inn 

*-+o \ х J 


c) lim (cos х) 0 х7 ; 

r— v 0 


f) iim 


f (i + *) l/x \ 4 


g) lim (~ arcfcg.T ) ; h) Гпп ( 1 + fcgb x) { ^ x . 

r— t j oo \7T J ' г—» 0 

Rešenja. U ovim zadacima se javljaju neodredjeni oblici “l c 


a) Funkciia 7 / — ( J f 2 х)О т .se rnože pisati н obliko ln у = — I n ( 1 + 2 :?:), 
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odakle je 


,im ,n v = lim = l im i±J* = 2 

х — v o r — v o r— v0 1 


Prema tome, imamo 


lim (1 -Г 2 x) l / T = ехр ( lim ln у j 

х — vo \ х — v 0 / 


b) Posmatrajmo furrkciju у = exp(lntt), gde je u = Tada važi 

lim exp(in u) = ехр ^lirn in r/J = ехр ^lim ^ ^ ln . 

Tako dobijamo 


t. ln * T х 

bm = lim 

т.~*\ 1 — X x~*\ — 1 


-1 

r— v0 


r 

ч м/ 2 Л. bi cosx\ .. 

z) lim (cos x) lfx = ехр bm - — = ехр Lim 

' r-vO 4 У \r-v0 X 7 J T-vO 


vi/r ln(™arccosx 

d) lim ( — arccos х ) = ехр Гпп 


= ехр Lim ( 

\r-vO \ arccos х 


- 


( sm х \ / 

e) iim = ехр hm f— = ехр lim 

' r~v0 V X J т -vO X 2 т -vO 


х х cos х ~ sin х 

sin х х 2 

2 x 


( 1 . х cos х — sin х \ (l 

= ехр - bm = ex P ( r 1,n i 


2 x-v 0 х 2 sin х 


1 ~~x sm х \ 

- lim ; = 

2 т — vO 2x sm х 4* cos х J 


f) Iim = ехр (limiln 


i Ai + *) l/s 
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c) Pošto je lim - — ( — = lim 

*-+0+ ln SlL X х— *0-|- 1 


i, to je lim х ^ x 


d) Iz jednakosti lim M arcsina ) = lim , arcain s ' = 

х— i-O-f- cte-S х— +04- 1 ’ 


dobijamo lim (arcsin a :) fc 6 x ~ L 
х— + 0 -H , 7 


6.63. Odrediti sledeće granične vrednosU 


a) lim x l J x : 

х — +-f-oo 


b) iim (Зг* 2 -ј- З*) 1 /*. 

x ~ +-{-oo 7 


Rešenja. U ovim zadacima se pojavljuju neodredjeni izrazi oblika “oo°". 

a) Iz lim = jj m i _ o s l e di lim x l I x = e° = 1. 

х— +4-00 X Х—+4-00 X i'-t-foo 

b) Na osnovu jeđnakosti 

ln(3a 2 + 3*) 6.г + З х 1пЗ , 

,ш 1 = ~ з^ + з- = 3 ' 


dobijamo lim (Зж 2 + З 37 ) 1 ^ = 3. 

х— +4-00 Ј 

6.64. Odrediti sledeće granične vrednosii: 


x .. 2ж ~ sm х 

a) lim : ; 

Х-+ 4-00 2x + sin х* 

Rešenja. 

a) Za х > 2, imamo 

2ж — 1 2ж — sin х 2x + 1 


b) lim . , x 
*-*o sin" 5 х 


i lim 


2 x - 1 


2 x + 1 2 ж + sin ж 2 ж — 1 x-+-j-oo 2 ж 4 - 1 x-+“oo 2 ж - I : 

.. 2 ж — sin х 

paje lim - — — = l. 

х-+-ј-оо 2 ж + sm х 

U ovom slučaju ne može se primeniti Lopitalovo pravilo. Naime, 
granična vrednost 

( 2 ж — sin ж) ; 2 ~ cos х 

iim -rr : = lim — . 

х— + -f-oo (2ж + Sin X У х -t+oo 2 + cos ж ' 

ne posto ji. jer ne postoji lim cosx. 
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Г( х ) 

h) Kolif nik izvoda lim ne postoji, pa ne možemo primeniti Lop- 

; т-а) д'(х) 

italovo pravilo. Medjutim, data granična vređnost postoji i jednaka 

ie ’ . 

x đ sm — х sin - 

lim = lim , = 0. 

т— *o sm х sm х 

х г 

G.5 Monotouost i ekstremne vrednosti funkcije 

Teorerna 6.6. Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu 
i [a,/>] i dif e ve r ?. c ij a b i I n п. na otvorenorn intervalu ( a, b). 

i 

« Ako je Г(х) > 0 za sve х G iada je f monoiono rastuca funkcija 

na intervalu [a, /?]. 

* © Ako je. f'(x) < 0 za sve х E (a,b), tada je f monotono opadajuća 

funkcija na intervaiu (a, 6] . 

J Za dnkaz ove teoreme videfci zadatak 6.44. 

Teorema 6.T. Nekaje funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a, h] 

I i diferencijabilna na. oivorenom. intervalu (a,/>). 

© Ако je funkcija f rasiuća. na [a,/>], iada je f'(x) > 0 za sve х £ (a, b). 

| © Ako je funkcija. f opadajnća na [a,6], tada je f l (x) < 0 za sve х 6 (a,6). 

n Defiiucija 6.3. Broj c F (a,6) je kritičan broj funkcije f : [a.,6] -»■ R 

H ako je ili f'(c) = 0 ili f'(c) ne posioji . 

Potreban uslov za postojanje iokalne eksfcremne vrednosli funlccije daje 
j| sledeć.a teorerna. 

Teorerna 6.8. Ako je funkcija f i [a,6] -+ R neprekidna na [a, 6] i ima 
j. lokalni ekstrem fmaksimum ili т.ипгпит) u tački c 6 (a,6), tada je с kriiičan 

јј; broj funkcije f 

Dovoljne usiove za postojanje lokalne eksfcremne vrednosti fnnkcije dajn 
u sledeće dve teoreme. 


6.5. M 0N0T0N0S T 1 EKSTREMNE VREDNOSTI FUNKCUK 


239 


i 


Teorema 6.9. Ncka je c kntičan broj funkcije f i neka je (a,6) oivoren in - 
lerval koji sadrži iačku c, Neka je dalje funkcija f neprekidna na zatvorenom 
intervalu [a,6] i diferencijabilna na olvorenom mtervalu (a, 6), osim možda 
u c. 

® yifco jc f ( (x) > 0, za х 6 (a,c) i f f (x) < 0 za х 6 (c,6), tada je f(c) 
lokalni maksimum funkcije f. 

© Ако je f f (x) < 0, za х e (a,c) i f f (x) > 0 za х £ (c,6), tada je f(c) 
lokalni minimum funkcije /. 

• Ako je f f (x) < 0, ili f f (x) > 0, za sve х £ (a, 6), izuzev možda u iački 
c, tada f(c) nije lokalni ekstrem funkcije f. 

Teorema 6.10. Neka je funkcija f dva pula diferencijabilna funkcija na 
intervalu (a,6), koji sadrži tačkii c i neka je f f (c) — 0. 

© Ako je f n (c) < 0, tada funkcija f nna lokalni maksimum u c. 

© Ако je f”(c) > 0, f.ada funkcija f ima lokalni minimum, u c. 

Teorerna 6.11. Neka funkcija f ima n iački c sve izvode do reda n > 2, i 
neka važi 

f'(c) = f"(c) = ... = / ,п-1) (с) = 0, ali f (n \c) Ф 0. 

© Ako je n paran broj, iada c jeste eksiremna vrednost funkdje f. 

© Ako je n neparan broj, tada c nije ekstremna. vrednost funkcije f . 


6.5.1 Zadaci 


х ф 4. Odatle 


6.65. Odrediti kriiične brojeve funkcije f(x) = (.т + 5) 2 \/т — 4, х G R. 

(т + 5)(7т — * 19) 

R.ešenje. Prvi izvod funkcije / je f f (x) = — — S х ф 4. Ođatle 

3( т — А) £ *' л 

je /'(; r) — 0 za.T = -5 i х = 19/7. Prvi izvod ne posfcojt za х = 4, fcako da 
data funkcija ima tri kritična broja, i to x\ = —5, = 19/7 i = 4. 

6.66. Odrediti lokalne ekstreme, kao i intervale na kojima sledeće funkcije 
monotono rasiu odnosno opadaju: 


*> reR; 


b) f(r.) = - - х € R; 


: ) f( x ) — x 2 ^ 3 (x 2 — 8), х € R; 


d) f(x) = х — sin x } х E R; 


5 ) f(x) = sin 2 х, х G R; 


f) f(x) = х + I n х , х > 0. 
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Rešenja. 


0 Iz f'( x ) = '7“о ^ — г г ■ , sledi da je / ; (х*) = 0 za жј = 4 i x 2 ~ 

(a: z - ох* + 16) 2 

—4. Dakle, kritične tačke date funkcije /1(4, 1/2) i J3(— 4, — 1/19). Na 
osnovu teoreme 6.10. iz relacija 

m < °> /"(- 4 ) > °> 

slecli da fimkdja / ima lokalni maksimum u tački /1 i lokalni minimum 
u tački B . 

Kako je /'(х*) > 0 ako i samo ako je 16 — х 2 > 0 (resp. f J (x) < 0 ako 
i samo ako je 16 — х 2 < 0), to funkcija / monofcono raste na intervalu 
(—4,4), a monotono opada na intervalima ( — oo,'— 4) i (4,-foo). 


х 2 ~ 1 

b) TJ ovom slur.aju je f(x) = i ) Rešenja jednačine 

f'(x) = 0 su х i = — 1 i x 2 = 1. Tako dobijamo da funkcija / ima iokalni 
maksirnum u tački /1( — 1,2/3) i lokahii minimum u taćki i?(l,—2/3). 
Primetimo da je х = 0 krifcičan broj funkcije /, ali u fcoj tački funkcija 
nema lokalni ekstrem. 

Funkcija / monotono opada kada je х 2 ~ 1 < 0, tj. na intervalu ( — 1, 1), 
a monofcono raste na intervalima (-“ 00 ,—l) i (l,4-oo). 


c) Iz /'(*) = 
л/2, Х’2 


B(:r 2 -2) 

д — , х ф 0, sledi da su kritični brojevi funkcije / х г 
= — \/2 i х’з = 0. 


Iz dnigog izvoda funkcije / sledi da ona irna lokaine minimume u a*j i 
u Х' 2 - Na osnovu znaka /' sledi da funkcija / ima iokalni maksimum u 
tački Х‘ Л = 0, i pored toga što u toj tački pi vi izvod ne postoji. 

Funkcija / monotono rasfce na intefvalirna (~^ 2,0 ^ i (\/2, +oo^ , a 

monotono opada na intervalima оо,— л/2Ј i ^0, \/2j . 

d) Kako je f'(x) = 1 — cos х. to fimkcija / monotono raste na intervalima 
(2 /јтг , (2 Jfc + 2)тг), k 6 z/ Kako je /"(2/стг) = ип(2А:зг) = 0 i Ј т (2кж) = 
cos(2A:vr) = 1 ф 0, to / nema lokainih ekstremnih vrednosti na R, tj. 
/ monotono raste na R. 


e) Iz f-(x) = 2sina:cosa; = sin2x, :u € R, sledi da je f'(x) = 0 za x k = 
fcir/2, Љ € Z. Kako je /"(®) = 2cos(2x*) i f"(x k ) = 2(-l) fc , Jfc € Z, 
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dobijamo da u tačkama x 2j funkcija / ima lokalne minimume. a u 
tačakma x 2j+1) funkcija / ima iokaine rnaksiniume (j e Z). 

Funkcija / monotono raste na intervaiima (А*7Г, (2к -h 1)тг/2) , a mono- 
tono opada na intervalima ((2 k + 1)ж/2,(к + 1)7г) (k e Z). 

1 x 

f) Na osnovu jednakosti f*(x) = — * — , х > 0, sledi da funkcija nema 

lokainih ekstremnih vrednosti. Ona raste na celorn svorn domenu 
(0,+oo). 

6.67. , Odrediti ekstremne vrednosti siedećih funkcija: 
a) f(x) = ch a; + cos x\ . b) f(x) = х 3 + х л . 

Rešenja. 

a) Funkcija je diferencijabilna za svako х 6 R. Kako je f*(x) = sh х ~ sin х, 

to je f'(x) = 0 za .г* = 0. Daije je f“(x) = ch х ~ cos х, i f'“(x) = sh х + 
sin х, što poviači /"(0) = 0 1 / у// (0) = 0. Pošto je Ј {4 Цх) = ch х + cos х 
1 /W(0) = 2 ^ 0. to data funkcija irria lokaini eksfcrem ц tački х = 0. 
Kako je /^ l ^(0) > 0, to / ima u toj tački iokaini minimurn. 

b) Kritični brojevi date funkcije su = 0 i x 2 = — 3 /4, jer je f'(x) = Зх 2 + 

4x 3 . Iz /"(*) = 6x + 12x 2 i f'"(x) = 6 + 24x sledi /"(0) = 0 i / ; "( 0) = 6. 
Dakle, data funkcija nema iokaini ekstrem u tački = 0. (U stvari, 
fcačka 4(0,0) je tačka prevoja.) Funkcija / ima lokalni minimum u 
tački x 2 . 


6.68. Odrediti intervale rnonotonosti i ekstremne vrednosti funkcije у 
f(x) date parametarski sa 


Г ~2V 


i 2 + 1 J 


i e R Л € R. 


Rešenje. Iz *' = i У[ = ~ + — s,edi 


У\ (i — ±)(i 2 + t + 4) 


, 1ф 0. 


^ x y t(i* + 3) J ^ 

U tački х г = 0 (za t = 0) furfkcija у = /(х) nema izvod, a njen drugi kritični 
broj se dobija iz y' x = 0, đalđe za x 2 = 1/2 (za i = 1.) 

Ako je i < 0, tada je х < 0, pa iz y' x > 0 sledi da funkcija monotono 
raste na intervalu (~oo,0). Ako je t e (0.1), tada х e (0,1/2), a iz vL < o 
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slodi da funkcija monotonn opada na (0,1/2). Đakle u tački x*i ~ 0 funkcija 
ima lokalni maksimum. 

Лко i € (1.,-fco), tada х € (1/2,-foo), pa iz y x > 0 sledi da funkcija 
monotono raste na (1/2, -foo). Prema tome, u tački .тј ~ 1/2 funkcija irna 
lokalni miuimum. 

6.в9. Neka sv. dai.e sledee.e dve fnnkcije: 


er't* , :г/0; 

0, х = 0, 


.гт l//r , х ф 0; 


PokazaLi da tada važe siedeei iskazi. 

a) Funkcije f i g гтаји sve izvode. u tački nula, i važi /i n )(Q) = gd n )(0) = 0, 

n € N 

b) Funkcija f гта lokn.hu mimmuin u tački х = 0, ali funkcija g nema 

lokalni e.ksl.rem v. tački х = 0. 


| Bešenja. 

a) bako je videti da je za х ф 0 : 

l m = l«-’'**. /"(.) - (~ - £) /'-'(х) = љ. (J) 

gde је ^ polinom po — reda Зп. 

\ х ) х , 

|| Primelimo da primenom l/opitalovog pravila A:—puta, dobijamo 

еГ '!* 2 „ , _ 


0, k G N. 


(6.29) 


U tački 0 je na osnovu (6.29) (za k = 1) : 

reo = Ii,n = ,„ n = 

4 x-»0 T X-U) х 

i siično je /O0(Q) ~ (}, 7 ,, p N. Dakle, funkcije /* п ) su neprekidne na R 

(n e N). 

Anaiogno se pokazuje da je g( n )(Q) = () za. svako n £ N. 

b) Funkr.ija / ima loka.lnf minimum (jednak /(0) = 0) u tački х = 0. јег je 
f(x) > () za :r: ф {). 

punkcija g nema, lokalni ekstrem u tač.ki х = 0, jer je za х Ф 0 funkcija 
g istog zuaka. kao х , tj, g(x) > 0 za х > 0 i д(х) < 0 za х < 0. 
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6.T0. Odrediti najveći član svakog od sledećih nizova datim opštim. članom: 


ч r _ V 71 . r _ 7г 

a/ Jn ~ n+ 1997’ ; /n n 3 + 1997’ 


Rešenja. 

. 1997 — х 

a) Funkcija Дх) = x +Ш > * > «, «тпа .zvod / (х) = ’ 

:c > 0, Pošto je f f (x) > 0 za 0 < х < 1997 i f f (x) < 0 za х > 1997, to 
/ ima lokalni maksimum u tački х = 1997. Prema tome najveći clan 
datog niza se đobija za n = 1997, i on je jednak /1997 — /(1997) = 
л/1 997/3994. 

x 2 

b) Funkcija /(х) = ^997» * > ima kritičnu tačku u х = V3994 sa 

15,866. Dakie, kanJdati za najveći član datog niza su / 15 i /i 6 . Pošto 
je je /15 = /(15) « 4,88- 10" 2 i /is = /(16) « 4, 20 * 10~ 2 , to se traženi 
član datog niza dobija za n = 15. 


c) тг = 1997. 

d) Posmatramo fimkciju f(x) = т 1 / 37 , т > 0, čiji je izvod /'(ж) = а/ 1 / т )- 2 (1 — 

lnx), х > 0. Njen lokalni malcsimum je u tački х = e. Kako je 
/ 2 = у/2 & 1,41, /3 = s/3 « 1 '44, to sleđi da se traženi član do- 
bija za n = 3. 


6.71. Ako je funkcija ф monotono rastuća i diferencijabilna, a f diferenci - 
jabilna na (0,-foo), i postoji sa osobinom |/ / (.т)| < /' ( т ) гаа: > .To, tada 
К 

\f(x) - f(x 0 ) | < 0(.т) - 0(ж о ) za х > x 0 . 


Rešenje. Funkcije / i ф zadovoljavaju uslove Košijeve teoreme 6.45, pa za 
svako х > хо postoji f € (ж 0 ,ж) sa osobinom 

/(*)- /(*o) l = ло 

0(*)“^(*o)l ФЧО 

Po uslovu zadatka je izraz na desnoj strani < 1, pa pošto je funkcija ф 
monotono rastuća na (0,-foo), to je 

|/(ж) - /(®o)| < I Ф( х ) - Ф( х о)\ = Ф( х ) - Ф(х о) za X > n; 0 . 


G.72. Ако važe sledeća tri u.slova: 

(i) funkcije f i g su n—puiađiferencijahilne na R; 
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(ii) f ik H x o) = д( к Ч х o) га k = 0,l,...,n- 1; 

(iii) f in H x ) > <7 (п Н г ) za х > x 0) 
pokazati da je tada /(:c) > (/(a;) za х > so- 

R.ešenja. Neka je funkcija ф data sa ф(х) = /(ж) — £(:c) } a; 6 R. Tada je 
ф( n ~~ l )(x) = /С л_1 ) (a;) — pa je ^( n_1 )(a;o) = 0 i ф^ п \х) > 0 za 

х > x Q . 

Primenorn Lagranžove teoreme na interyalu [жо,ж] na funkciju /( n_1 )(a;) 
dobijamo da postoji f 6 (x Qi x) sa osobinom 

^ n-1) (*) - ^+о) = Ф {п) (0( х - х а), . : ; ; 

Iz toga za х > x 0 sledi ф( п ~ г \х) > 0, ili 

/(«-1)( а л > g{ n ~ l )(x) za х > x 0 . 

Slično dobijamo /( n_2 )(; х) > {/( n “ 2 )(a;) za х > ж 0> pa nastavljajući ovaj 
postupak konačno imamo f(x) > g(x) za х > x 0 . 

6.73. Pohazati sledeće nejednakosli: 

х 2 х 

a) х — — < ln(l + х) < х. х > 0; b) ln(l + х) > х > 0; 

2 х + 1 

c) ж а — 1 > a(x ~ 1), a > 2, a; > 1; d) jfx — ^fa < 'fx — a, х > a > 0. 

U zadaiku pod d), n je prirodan broj veci od 1. 


a) Ako označimo f(x) = х — — , g(x) = 1п(1+ж) i h(x) = x t tada imamo 

/(0) = 5(0) = Л(0) = 0 i 

f( x ) — 1 — x < g‘( x ) — — < h'(x) =1, a: > 0. 

1 + X 

Iz zadatka 6.72 dobijamo f(x) < < 7 (ж) < h(x) za х > 0, tj. 

ж 2 

х — < ln(l + ж) < x } х > 0. 

b) Označimo sa f(x) = ln(l + ж) i g(x) = — . Tada iz /(0) = g(0) = 0 

х + 1 

i relacija 
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dobijamo f(x) > д(х)> х > 0, ili 

1 n ( 1 + х) > — X > 0. 

X + 1 

c) Ako stavimo f(x) = x a - 1 i g(x) = a(x - 1), tada je /(1) = 0 = g( 1) i 

f'(x) = az a ~ x > a = д'(х) } х > 1. što povlači traženu nejednakost. 

d) Ako stavimo f(x) = — ^fa i g(x) = д/ж — а, tada ove funkcije zado- 

voijavaju uslove zadatka 6.72, pa sledi data nejednakost. 

6.74. Pokazaii sledeće nejednahosti: 
х 2 

a) cosx*>l--y } £ € R.; b) arctga; < ж, а; > 0; 


V 2 7Г 

c) —х < smai, 0 < х < — ; 


d) sin х + tg х > 2ж, 0 < ;c < 


Rešenja. 

х 2 

a) Ako označimo /(x') = cosa; i g(x) = 1 - — , tada imamo /(0) = </(0) = 

1 i f*(x) = — sin х. д*(х) = - х . Funlccija h(x) = х - sin х (videti 
zadatak 6.66 d)). Kalco je funkcija h monotono rastuća i /i(0) = 0, to 
važi 

а; - sin х >0, х > 0, tj. х > sin x } х > 0. 

s 2 

Iz f(x) > g'(x) } X > 0, sledi f(x) > g(x) } х > 0, tj. cosa; > 1 - — , 

х > 0. Funkcije / i g su parne, što povlači da poslednja nejednakost 
važi i za х < 0. 

b) Ako je f(x) = х - arctgrc, a; > 0. tada je f'(x) = 1 - — ~ 2 > п » P a J e 

f(x) > /(0) za a; > 0, iz Čega sledi data nejednakost. 


c) Pokazaćemo da funkcija / data sa f(x) = sin х 


€ [0; тг /2] 


ima tačno dve nuie na intervalu [0, 7Г /2] , Naime, ako bi funkcija / 


imala nulu ж г € ^0, — J , tađa bi iz Roiove teoreme sledilo da postoje 

najmanje dve tačke ж 3 e (0. ж г ) i x 4 € , taicve da je Г'(хз) = 

2 

T( x ‘ t) ~ п - Međjutim. jednačina f(x) = 0. tj. cos х = 0, ima 

7Г 

sarno jedno rešenje na intervalu ^0, — 
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Iz prethodnog sledi <la је funkcija / istog znaka na intervaln ( 0 т тг / 2 . ) 

i,- л г ( ^ \ — __ ^ 's. П l n irn^.mn fiin > 2x. i тг 


Kako jp jna primer) / ( — j 

/ 7Г\ 

za a* e ^O, - j 


2 3 


0. i.o irnamo sin х > 2хјтг 


d) Funkcije /(:?;) = siu х -{- fcgrr; i = 2.т zađovoljava uslove zadatka 

6.72, jer je /(0) = p(0) ~ 0, /'(0) = 2 = <?Ч^) 1 

... . _ sin т s'rn т(2 - cos 3 х) //, ч c ( n 

f (ж) = - sm т H- 2- — - — = з > 0 — .9 ( љ )» x - [ « j ■ 

4 /;os 3 :т: COS^ X \ */ 


“ > 0 = p"(®), ж € (0, ") ■ 


Prema fcome je / ( х ) > g (т ) , х <E ( 0. ■ 


6.6 Konveksnost i konkavnost 


Definicija 6.4. 

© Funkcijn / : (a,6) -♦ B. jc konveksna (Ш: konkavna odozgo) na 
iniervaiu (<?,,&) ако za svaki par T if T 2 <E (a,6) 2 га svako a € (0, 1) važi 

f ( (ух , 4 (t - а)ж 2 ) < «/(*t) + (1 - a )f( x 2 )- 

© Fnnkctja f : (a,6) -v R /е konkavna (ili: konkavna odozdo/ na 
iniervalu (a, 6) a&o za svaki par .Т 1 ,ж 2 6 (rx,6) i za svako cv € (0, l) 

/(oti 4- (1. — а)т 2 ) > o.f(x 1 ) 4- (1 — a )f( x 2 )* 

Teorema 0.12. Ako je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom 
intervalv (д,6), ža«7a je / 

© konveksna na (a,/?) ako za svako т € (®,6) uaii / (т) > 0*. 

© konkavna na (a, 6) ai:o za svako х 6 (<?., /?) / (т) < 0. 

Za doka.z ove teoreme videfci zadatak 6.77. 

Teorenia 6.13. Nekaje f diferencijahilna funkcija na iniervalu (a,b). Tada 
jefu.nkc.ija f konveksna (resp. konkavna) na intervalu (a,b) ako i samo ako 
je u svakoj iački inlervala (a, b) grafik funkcije f iznad (resp. ispod ) iangente. 

Definicija 6.5. Neka je f neprekidna fvnkcija na iniervalu (a,6) i diferen- 
cijabitnau iar.ki c G (a,6). Лко funkcija f menja karakter svoje konkavnosti 
u c (tj. prelazi iz konveksnosh u k.onkavnos( f Ш obrnuio) f iada se tačka. 
(c,/(c)) (na grafikil funkcije f) nazivn prevojna tačka funkcije f. 
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Potreban usiov za postojanje prevojne tačke daje sledeća fceorema. 

Teorema 6.14. Akoje (c } f(c)) prevojna iačka funkcije /, tada je ih f"(c) = 

0 Ш }"(c) ne postoji. 

Dovoljne uslove za postojanje prevojne fcačke daju siedeće dve fceoreme. 

Teorema 6.15. Neka je funkcija f diferencijabilna u tački c i dva puta 
diferencijabilna na oivorenom intervalu (a, b) koji sadrži tačku c, izuzev možda. 
u samoj tački c. Tada je (c,/(c)) prevojna tačka funkcije /, ako f" menja 
znak protaskom kroz lačku c. 

Teorema 6.16. Ako funkcija f ima u tački c sve izvode do reda n > 2, i 

/"(c) = /'"( c) = ... = / (п - 1) (с) = п, dok je / (п) ( c ) ф 0, 

tadn, nko je n neparan broj, (c, /(c)) jes(.e prevojna ta.čka., a ako je n paran 
broj, iada (c,/(c)) nije prevojna lačka. 


6.6.1 Zadaci 

6.75. Odrediii prevojne tačke i iniervale konveksnosti i konkavnosti sledećih 
funkcija: 


a) Ј(т.) = х л - 6.x- 2 -I- 5г + 3, i G R; 


b) /(: r) 



, х > 0 ; 


c) Дг) = Зехр(^), г € R; đ) /(*) = * ein(ln *),*> 0. 


Rešenja. 

a) Iz /"(*) = 12(г 2 - 1), sledi da je f"(x) > 0 za г € (-oo, -1) (J(l, +oo), 

gde je funkcija / konkveksna, dok je za г € ( — 1,1) ona konkavna. 

Tačke /1(1,3) i J9(— 1, —7) sn prevojne tačke, jer je f"(x) = 0, za 
х } -2 = ±1, a iz f"'(x) = 24г, sledi f'"(x) ф 0 га г = ±1. 

b) Fnnkcija / je definisana na intervalu (0, +oo) i može se pisati kao 



/(*) = 5 ) , 

-Д, 0 < х < 1. 

1 Ху/Х 
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Lako se dobija da je funkcija / diferencijabilna u svalcoj tački х > 0 } 
izuzev u tački х = 1. Njen drugi izvod ima oblik 

( х — 5 

n \ i5 r^' oli 
/(х) = т- 5 _ 

. x3y/Z\ ° < г < 1 ’ 

pa je f n (x) > 0 za х e (0, 1)U(5, +co), odnosno f n (x) < 0 za х e (1.5) 
i / ;/ (5) = 0. 

Znači } na intervaiima (0, 1) i (5, +со) data funkcija je konveksna‘ } a na 
intervalu (1, 5) ona je konkavna. Prevojna tačka grafika je А(б г 4/у/5)\ 
medjutirn, tačka Б(1 } 0) to nije, zato što funkcija / nema prvi izvod u 
tački х = 1. 


c) Važe jednakosti ( х ф 'O) : f‘(x) = — - 


— j— ^ т • j \+j — У ~~2 1 

/"(*) = exp( у/х) . Dakle, /"(*) = 0 za г = 8. Iz nejed- 

nakosti f"(x) > 0 za х € (-oo,0)U (8,+oo) i f"(x) < 0 za 0 < х < 8, 
sledi da je funkcija / konveksna na (-oo,0) i (8,-j-oo), a konkavna na 
(0,8). 

Tačka B(8, Зе' г ) je prevojna tačka funkcije /. Što se tiče tačke >1(0,3), 
ona nije prevojna tačka funkcije / u smislu definicije 6.5, jer / nije 
diferencijabilna u nuli, Medjutim, pošto je 

iim /'(ж) = +oo, lim f"(x) = +oo i lirn f"(x) = -oo, 

i grafik funkcije / prilikom prolaza kroz tačku A(0 ; 3) prelazi iz kon- 
veksnosti u konkavnost, to bi se u širem smislu moglo govoriti o A kao 
o prevojnoj tački. 


d) Na intervalu (0, +oo) je f"(x) = /f cos (ln г + . Funkcija je konltvek- 

sna ako je 

■“ +2А.-ТГ < lna; < j + 2Агтг, k — 0, ±1, ±2, ..., 

ili exp( — 1- 2А:7г) < х < exp(— + 2ктг), a konkavna ako je 

— + 2кж < ln a; < — — + 2ктг , k = 0, dtl, ±2, ..., 
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7/ 57Г 

ili exp(— + 2/с7г) < х < exp(— + 2кж). Prevojne tačke funkcije / su 


/ 7 Г \ «р(т + 2*1Г 

Л* = ехр (- + 2А.-ТГЈ , Тд 


! к = п; ±1. ±2, ... } 


В к = ехр 


+ 2&7Г ) , 


4- 2А.-7Г 


/с = 0 } ±1 } ±2, . 


6.76. Odrediti prevojne iačke funkcije у = f(x) date parametarski sa 
* = 3 + ctgi, у = ~2sinf H — Д— 0 < t < 7 г. 

С1 n / 


Rešenje. Iz жЈ 


• 9 ■ ) 

sm 2 г 


лЈ _ cos /(2sin 2 / + 1) 

Vi : n ^ j i 

sin 2 i 


»; = 4, = 


sledi т/ л: cos/(2sin 2 £± 1) } (i/^.)J — 3cos2£sin £j i konačno dobijamo 

Ухх = “3 sin 3 t cos 2 1. 

Kako je yf x < 0 za i € (0 } 7г/4) i i e (Зтг/4 } 7г) } to je funkcija / konkavna 
na mtervalima (3 + л/5/2,4), a kako je y " x > 0 za t € (ir/4, Зтг/4), to je / 
konveksna na intervalu (3 - у/2/2 , 3 + л/2/2). , 

_ o /л I л / r.\. . /— , 


Za Шј = 3 — \/2/2 (i = 37г/4) 


3 + л/2/2 (i.= уг /4) 


vazi \jj 


i pošto u tim tačkama funkcija / menja karakter svoje konkavnosti, to su 
tačke /1(4,0) i R(2 } 0) njene prevojne tačke. 

6.77. Pokazati da ако je /"( х) > 0 za sve х € (а.6), iada je f konveksna 
funkcija na (аЉ). Drugim rečirna f pokazaii da za svaki par tačaka Хх } х^ 6 
(а,6) i proizvoljne brojeve а г г а 2} takve da je 

a L >0, ć* 2 > 0 } а, + а 2 = 1 } (6.30) 

važi nejednakost: 

f(°t i*i + а 2 х* 2 ) < а^Джјј) + а 2 /(ж 2 ). (6.31) 

Rešenje. Neka je /"(ж) > 0 za sve х e (а,6) i neka brojevi dj i а 2 
zadovoljavaju uslove date reiacijom (6.30). Ako i x 2 pripadaju intervalu 
(а } 6) i važi a*x < a; 2} tada je x*i < а^Ж! +а 2 ж 2 < ж 2 . Na osnovu Lagranžove 
teoreme 6.3 postoje brojevi e (х 1} а г х г + a 2 x 2 ) i e (а к х { + a 2 x 2) x 2 ) 
takvi da je 

fi a i x l + а 2 х ч) — f( x \) = f(fi)of 2 (x 2 ~ xi) i 
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/( х -г) - ficr i*i + «2Ж 2 ) = /'( 6 )«i (*2 - T i), 

Množenjem poslednje dve jecInakosU sa «i i «2 respektivno, dobijamo 
«,/(«,*, -I- а 2 Хг) - «1 /(:ri ) = /'(f,)«j«2(X2 - *,), 

«2 /(••>•• 2) - « 2 /(«l*l f «2 T 2) = /'(/2)«1«2( т 2 - "C 1 ) , 

otlakie je 

«l/( T l) + «2 /(т 2 ) = («j +«2 )/(«! т I + «2 т 2 ) ’!' «1 «г( т 2 т 1 )( /'(/2 ) — /'(/l))- 
I'unkcija / iina drngi izvod na intervalu ( a,b ), lako da ponovnom primenom 
Lagranžove teoreme tlohijamo 

f'iC -г) - /'(/,) = (6 - /|)/"(/з), za neko /3 € (fi, 6 )- 
Prematomeje 

«l/(®i) + «2 /( т 2 ) = /(«1 Т 1 + «2 T 2 ) I- «l«2(®2 - T l)(/2 - 6)/"(6))- 

Naosnovn prel.posl.avke /"(ж) > 0 i zadnje relacije sledi nejednakost ( 6 . 31 ). 
6.78. Pokazai.i sledeće nejednakosti: 
ч (i 11 + b n fa | 6\ n 

a ) ^ > ( — 2 — } * a :> ^ ^ a n ^ 11 > 2; 




3 (x И/)/2 




B.ešenja. Ako je a { — rv 2 = 1/2, i ако je / konveksna funkcija na intervalu 
(л, /?), па osnovu clefinicije 6.4 važi 


/( ;R i) + Л т г) N r f T i + т 2 

Pošto su funkđje 

a) f(x) = т", n: > (), 77 E N, n > 2; 


€ (a,6). 


(6.32) 


b) /(i) = e* # ® G R, 


konveksne па svojirn domenima (/"(.т) > 0), to primenom relacije (6.32) 
redorn na gonije dve funkcije dobijamo tražene nejednakosti. 


6.T9. Neka je f konveksna fitnkcija na iniervalu (a, b), neka tačke .Tj, 
x n pripadaju (n,6), г neka su oj . a n nenegalivni brojevi sa 

osobinom oj -|- a? + — - + or n = 1 . Tada. važi Jensenova nejednakost ; 

/(« \*\ + ‘ 4- ct n x n ) < ојДтј) + ■ + o n /(® n). (6.33) 

Dok.aza.ti . 


Rešenje. Nejednakost (6.33) г.егпо dokazati koristeći matematičku induk- 
ciju, Za n = 1 tvrdjenje je trivijalno, a га n = 2 relacija (6.33) važi po 
definiciji 6.4 (relacija (6.31)). 


в.в. konveksnost i konkavnost 


Neka je, dalje, data nejednakost tačna za sve prirodne brojeve rnanje od 
n, pod tom (induktivnom) pretpostavkom treba da pokažemo nejednakosl 
(6.33) га n. Ako je neki od brojeva a 3 , j = l,2,.,.,n jednak nuli, tada 
(6.33) važi na osnovu induktivne pretpostavke. Neka je a 3 > 0, za sve 

J ~ 1» 2, , . . , n. Ako stavimo /3 = a 2 + • ■ - + a n > 0, tada je — + - +— = + 

To povlači 


/(ојх-ј + - • . + a n a: n ) = / ^aj.Tj + /? (-~x 2 + 


< «i/(x,) + P (— f(x 2 ) + ■ • • + -jff( x n)j <ai/(--Ei)H + a„/(i n ). 


6.80. Dohazati sledeće nejednakosti: 

а) a, ln т, + • • • + a n 1n x n < 1п(«,т, + f- a n x n ), 

•т, > 0, a,- > 0, i = 1,2, +.n, +«; = 1; 


b) ^т, ■ • • x n < + + T ' n , т; > 0, 7 = 1,... тг. 

п - 


Rešenja. 

а) Funkcija f(x) = ln х je konkavna na (0, +oo), pa za nju važi nejednakost 

/(сујт-ј + * * • + a n x n ) > a r f(xi) + b a n f(x n ). (6.34) 

Odatle sledi 

cvj 1п(ж,) + • • - + a n 1п(ж п ) < 1п(а г х г + • • + а п х п ). (6.35) 


b) Iz relacije (6.35) sledi 

• T i 1 ' * ' х п П S «i®i + • • ' + о 7 г .т п , 

pa za c*i = . . . = a n = — đobijarno 
n 

^~; Жп < а:1 + - - + + ж .> 0ј f=lt n . 

11 

Poslednja relacija je poznata veza izmeđju aritmetičke 1 geometrijske 
sredine. 
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6.7 Grafici funkcija 

6.81. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije 

f(x) = (х + 2) 2 (x - l) 3 . (Slika 6.1) 

Rešenje. 


в 

; j 

A У X 

/ \ E 

/ ’ 

/ \ °/ 


\с/ 



Si. 6.1. f(x) = (х + 2) 2 (x - 1) :) 

I 


o Domen date funkcije je R. 

о Funkcija nije ni parna ni neparna. 

• Nule funkcije / se odredjuju iz f(x) = 0 ? odnosno 

( х 4- 2) 2 (ж — l) 3 = 0 х e {1. —2). 

© Prvi izvod funkcije / je /'(ж) = ('х + 2)(x — l) 2 (5a; + 4), х € R- Nuie 

4 

prvog izvoda su a;i = 1, x 2 = —2 i ж 3 = — * 

Kritične tačke funkcije / su .4(1,0), B( — 2,0), C (“0.8, —8.40) . 
Funkcija / raste kada je f'(x) > 0, ustvari kada 

(х + 2)(5a; + 4) > 0 <t=* ж € (- 00 , -2) +oo). 

Funkcija / opada kada (s + 2)(5a; + 4) < 0, tj. za х G (—2, ~ 


I LO 
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• Dr w6‘ izvod fimkcije / je f"(x) = 2(x - 1)(10ж 2 + 1б.г + 1) : odnosno 
f"(x) = 0 za = 1. x. k « -0.07 i x s « -1.53. 

Kako je /"( — 2) = —54 < 0, to je kritična tačka B(— 2,0) maksi- 
inum. Iz /"(-0.8) > 0, sledi da funkcija / ima minimum u tačla 
C (-0.8, -8.40). 

Primetimo daprvi izvod ne menjaznak u tačlci х = 1, ialco je /'(1) = 0. 
što znači da funkcija nema ekstrem u tačlci х = 1. 

Funkcija / je konveksna ako je f"(x) = 2(x - l)(10.r 2 + 16.г- + 1) > 0, 
tj. za ж £ (ш 5 ,х. 1 )(Ј(1,+ос). 

Funkcija / je konkavna ако f"(x) = 2(x - l)(10;c 2 + 16s + 1) < 0, tj. 
za ж 6 (— oo, ж 5 ) (J(x.i, 1). 

Iz prethodog sledi da funkcija / ima tri prevojne tačke /1(1,0) 

D(x 4 ,f(x 4 )) E(x 5 , f(x s )). Važi f(x 4 ) « -4.56 i f(x 5 ) « -3.58. 

© Data funkcija nema asimptota. 


6.82. Ispitati tok i nacrtaii grafik funkcije 

f(x) = х^/х + 3. (Slika 6.2) 

Rešenje. 

o Domeri date funkcije je [-3,4-oo). 

0 Nule funkcije / su x x = 0, ж 2 = —3. 


o Prvi izvod funkcije / je funkcija f-(x) = 




Prvi izvod ima nule za Зж-{-6 = 0, tj. х = -2. tako da je kritična tačka 
funkcije / 4.( — 2, — 2). 


Funkcija / raste za За; + 6 > 0, tj. za a; > -2, jer je 2л/жТ1" > 0 za 
svako х iz domena. Funkcija / opada za — 3 < х < —2. 


* Drugi izvod funkcije / je f n (x) = — } — t 

к } 4(® + З) 3 / 2 

D / ;/ (~2) > 0 siedi da je 4( — 2,— 2) minimum fuukcije. 

Kako je f u (x) > 0 za svako х iz domena, funkcija je konveksna. 


© Funkcija nema asimptota. 
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31. 6.2. f(x) = xy /x + з Sl. 6.3. f(x) = 

6.83. fspitati iok i nacrtati grafik funkcije 


х — a 


f(x) = 


, a > 0. (Slika 6.3 za a = 2) 


Rešen je. 

© Domen dafce funkcije je (~оо,0]1Ј(а, -}-oo), јег je 
/(*) 


тЗ 


, pa je domen x(x — a) > 0 V х = 0. 


х — a. 

• Funkcija / ima vrednosfc milu za х = 0. 

© Prvi izvod je f f (x) = ~ 

Nula prvog izvoda je ж = Kritična fcačka funkcije / je /1 



X 

/ (* 

~ °) 3 


Fu n k c ij а / r as i. e z a ж £ ( oo ) . 


За ч 


Funkcija / opada za ж e (-oo,0)(J(«, у)- 
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® Drugi izvod funkcije je 

r/t / ч Гх~~~ 

f ( x ) = \/ — = 

V гг" 


a 3 a L x 


За 7 


4(x — а) 3 4>/®(® - «) 5 ’ 


, 3 а ч 


i nema nula. Kako je /"( — ) > 0, fco funkcija ima minimum u tački 

3u. Зл/За 

T’ 2 

Funkcija / je konveksna na celom domenu. 

• Asimpfcote. 

Funkcija ima vertikalnu asimptofcu х = а, aO ne i .г = 0, jer je 


j.3 / з 

li m \/ = 4 - 00 , lim /(ж) = lim \/— — = 0. 

X— »а -f у X - a х *-0 7 X— o- \j X ~ a 

Funkcija ima kosu asimptotu у ~ х - f - kada х — * +oo i v = — .r - - 

2 " 2 

kada .т -+ ~~oo, jer je 


I • f( x ) r у х ~ a у х - a 

hm = lim J = 1, lim Ј = -1, 

x-+-f OO X' x-f 4-00 х х — ► — oo X 


„3 


lim (f(x)-x)= lim 

X— + -foo ' х— +4- C< 


2 ’ 


liiTt i/-^— +*)=--. 

*-»-<» \ V х — a / 2 


6.84. Ispitati tok i nacvtati gvajik funkcije 

f(x) = У.т 2 - 1 - ^ (Slika 6.f). li' 

Rešenje. 

* Domen date funkcije je R. 

© Funkcija je parna. 

© Funkcija nema nula. 


! 
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o Prvi izvod je /'(*) — 


Kritične tačke su 


2 7?- у(*з - l)^ 

3 ^гу(*з - 1)2 


Л(- 1 ,- 1 ), C(0,-1), d(^,-^ 4 ) i 

јег prvi izvod ima dve nule x\2 = ~~= t ali nije deftnisana u tačkama 

v2* 

х*з = 0. гб 4 = -1 i x s = 1. 

л/2 у/2 

Funkcija / raste za х E ( — — , 0) jj(-— , oo). 

Vf V5 

Funkcija / opada za ж 6 ( — oo , — ^~)U^ J “Tp)* 

Funkcija ima minimume u tačkama B ? ]j , 

Funkcija ima maksimum u tački 0 ( 0 , — 1 ), iako u toj tačlci ona nema 
horizontalnu tangentu za х = 0 . Ustvari imamo 

2 - л угаПГ- Ш 

lim /V) = lim ^ = +00 

*-* 0 - v y *-o- 3 У(х 2 - 1)2 

lim f (х) lim — - 7==== = : = —OO. 

x-~*o+ х— *0-f 3 \/(x 2 — l) 2 

Primetimo da su tangente kroz tačke /1 i E paraleine sa у— osom. 
Druei izvod је f n (x ) = - ( . L- JL ■ = = A . 


Drugi izvod je f n (x) = - ( — - ■■■ = ■ = =— i . 

B J ; 9 [tfš */( x * - J 

Funkcija je konveksna za х G (-1,0) U (0,1). Funkcija konkavna za 
a; e (-oo } -l)U(l } 4-co). 


i- ctt, \ 1- 2 ( 1 3 + a; 2 \ 

lim f(x) = hm - -- = ======= ] = 4 -oo, 

х-^-1 -r 9 \ у/х* ^/(аГ 2 — 1) 5 / 

lim f n (x) = — 00 , lim / ;/ (ж) = 4 -oo 1 lim f n (x) = — 00 , 

X— *■ — I— х— +1 — X — f- 1 

siedi da funkcija menja konkavnost za х = 1 i .г- = — 1 . 

o Asimptote. Funkcija nema vertikalnu asimptotu. 

Horizontaina asimptota je у = 0 kada х — * 4-00 i kada х — *■ —oo } jer je 


iim ( \Лг 2 — 1 - ух 2 ) = lim 


х~т±оо У(а;2 - 1)2 + */ x 2( x 2 - 1) 4. ^ 
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SL 6.4- /(з;) = v/:c 2 — 1 — 

6.85. Ispiiati Lok г nacrlati grafik funkcije 

/(*) = ~ 4 

Зл/ш 2 + 4 


Sl. 6.5. /(*) 


12 — *! 
Зч/^ 2 + 4 


(Slika 6.5) 


Rešenje. Data funkcija se može posmatrati pomoću đve funkcije 

2 — х 

Мх) = Ш7Т “ iS2 ' 

Mx) = ШТ1' “ 1 2 ' 

Primetimo da je f A 2) = iirn fii( x ) i zato je to neprekidna funkcija na R. 

ж— ^2+ 

© Domen date funkcije je R. 

© Funkcije f\(x) ima nulu u tački /1(2,0), dok funkcija / 2 (a;) nema nula. 
© Prvi izvodi su 

fi( x ) — “з (ц.2 /"4)3/2 > ж — 2> i Л(*)=з^ 4 )з 73 Г. Ж>2 " 

Prvi izvod funkcije fi { ima nulu za х = —2, dok prvi lzvod funkcije / 2 
nema nula. 

Funkcija /1 raste za х £ ( — oo, —2) a opada za х £ ( — 2,2). 
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Funkcijn. f i ima maks'imnm za х в — ‘ нпа minimum za хд = 2. 

Kimkcija /* 2 rasto za :т: £ (2,-|-оо). 

o Dntgi izvodi su 

ч 'I -|- 3:в - 2 . „ 4 л: 2 + 3.T - 2 


1-unkcija /, tma cIvp prpvojne tačke T tj. 


3 -I- ч/Ј7 


\/ 17 3 \ / 3 -|- v/ J7 \ 

Г/ 2 f).4 J i 7) — — , 0.45 . 

9 . 2 


Funkcija /, je konveksna ako je 

/ГОО > 0, tj. za ж G ( - co , х d ) U (т с /2). 

kunkcija /, je konkavna za ж (= (тјг> , т^:). 

Funkcija / 2 nema prevojnih lačaka. 

Funkđja /2 je konkavna za / 2 (т) < 0, f;j. za svako .т £ (2, + 00 ). 

9 Asimptote. Fuukcije nemaju vertikalnu asimptotu. 

Fimkdja ima Ito rizontalnu asimpfcotu у — 1/3 kacla х — »■ —oo i kada 
-|-oo, jer је 

litU = 1/3 lim -:г=::=т = 1/3. 

- - ■' 1 ‘ З ^ 


З ч/!Г 2 _j. 4 

Nema kose asimptote. 


6.86. Ispilati lok i no.crla.li grajik funkcije 

f ( х ) = sin х sin Зт. (Slika 6.6) 

Rešenje. Oata. lunkcija se može zapisati kao 

f{x) — — = S!ir.T(3 ~ 4sm 2 т). 


Domen je ( ~co, l-oo). 

* Funkcija je periodična sa osnovnim periodorn 7г. 

« Funkcija je parna. 

« Nuln funkcije / ?ta [0 f 7г] se dohijaju iz sin х sm З.т = 0, što važi za X\ 

7Г t 2тг 

0, X‘i — — i u: o — — , 

1 2 3 3 3 


6.7 , GRAFICI FUNKCIJA 


2.59 


» Frvi izvod je f'(x ) = sin 2.т(4 cos 2x - 1). 

Tačke 0(0,0) i B( 7г/2,— 1) su iokalni minimumi. 
Fnčka i (arrcosf 1 / I )/2. П/ 1 6) je loknlnt maksimum. 


1 - 

V 

A 

Л\,У 

/ 

X 

/ 


j 7t 



D C 


SI. 6.6. f(x) = sin т sin З.т 


Sl. 6.7, /(т) = sin 3 т -f cos 3 т 


® Drugi izvod funkcije je /" = 16cos 2 2т — 2cos2t - 8. Prevojne tačke 
su 

, 1 \/129 +1 \ ( VT29 - 1 \ 

x 4 = ±- arccos — , *5 = ±- f тг - arccos — i , 

9 Funkcija nema asimptota. 

6 .8T. Tspitati tok i nacrtati grafik funkcije 

/( т) = sin 3 т *f cos 3 t. (Slika 6.7) 

Rešenje. 

9 Domen je ( — 00 , Tco). 

0 Funkcija je periodična sa osnovnim periodom 27г. 

© Ovo je parna funkcija. 
o Nule funkcije se dohijaju iz jednačine 


sin 3 т -f cos 3 


з / . v / sin 2т\ 

-f cos‘ х = (sjn х f- cos т) ( i — ] = 0, 


cija su resenja x x = — 1 т 2 — — 
4 4 
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• o Prvi izvođ je f'(x) = - sin 2x(sin х — cos х). 

Tačke /1(0.1), B i su lokalni maksimumi. 

Tačke D( — ,—-), -D(tt> — 1), i — 1) su lokalni minimumi. 

9 / 2 \ 

o Drugi izvod funkcije je f"(x) = ~(sin ж + cosa;) ( sin2x* — — J . 
Prevojne tačke su 

_ Зтг 7тг . _ _ arcsin(3/2) _ n 

®i — ^ > ж 2 — ^ ^ ^ 0*36, 

i takodje za .т 4 1.21, ж 5 лг 3.51 i 'х 6 « 4.35. 

© Funkcija nema asimptota. 

6.88. Ispttati tok i nacrtati grafik funkcije 

f(x) = xe~ x / a } a ф 0. (Slika 6.8 za a = 2 i za a = —2) 


Domen je ( — oo,+oo). 

Funkcija nije ni parna ni neparna. 

Nula funkcije je a; = 0. 

Prvi izvod je f'(x) = e" x / a ^l . 

Ako je a > 0, tada je tačka /1 ^a, maksimum, i ako je a < 0, 

tada je tačka A ^a, minimum funkcije. Zaa > 0, funkcija raste na 

intervalu (~oo, a) dok za a < 0, funkcija opada na intervalu (a, +oo). 

Za a > 0 3 funkcija opada na inervalu (a.-f-oo) а za a < 0, funkcija 
opada na intervalu (~oo,a). 

Drugi izvod je f"(x) = ze~ x ! a ( ~r — -V 

\а* a J 

Prevojna tačka je В(2а, 2ae~ 2 ), za svako a ф 0. 
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6.7 . 

I unkcijn jo kmiveksnn па inlorvalu (2//.+oc) a konkavna na (~'x.2n). 



Sl. 6.8. f(x) = ,г*е“ х / а Sl. 6.9. /(г) = ~(г* + 2)e l ( x 

© Asimptote. Funkcija ima horizontalnu asimptotu у = 0 kada х — t -foo 
ako a > 0 (resp. kada х — > -oo ako je a < 0), jer je 

хД+оо xe ~ X/a = 0 zaa >°. i lim xe~ x ! a — 0, za а < 0. 
х— t-J-oa x~ t-oo 

6.89. Ispitali tok г nacrtaii grafik funkcije 

/(*) = -(* + 2)e 1/a; . f'S/ijfca 6’.5J 

R.ešenje. 

* Data funkcija je definisana za a; € (-оо, 0) Џ(п, +oo). 

0 Funkcija nije ni parna ni neparna. 

© Nuia je х = —2. 

© Prvi izvod je f*(x) = ~ e l l x _ e l / x — x x c l 

т 2 .г* 2 

Kritične tačke su /1(2, ~4e 1/2 ), B(—l,—e~ l ). 

Funkcija / opadazarc 6 (~oo, — i)|J(2 s +оа) araste za a; E ( — 1 , 0)|J(6) 2). 
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* Drugi izvod je Г'(т.) — — -e 1/ar . Kako је 

/"(^) — — pe 1/2 < 0 i / /, ( — 1) = Зе” 1 > 0, to važi sledeće. 

Funkcija. / ima inaksimum u fcački A( 2, ~4e 1/2 ) i ima minimum u tački 

Tačke prevoja su C ^ — “ge~ 5/2 ^ 

Funkcija je konkavna za х £ (—2/5,0) U (0,+oo) i konveksna. za х £ 

( — oo. —2/5). 

ф Asirnptofce. Verfcikalna ashnptofca je х — 0, i važi 

iim /(.т) = iiin (-гп-2)е |/ж = -oo; lim f(x) = lim (~x~-2)e l/rr = 0 
,т— о+ т-»о- 4 r-m- 

Kako je lim /(rr) = lim (™ж - 2)e 1/ar = -oo, fco funkciia nema 
аг-ч-со х-Ч-оо J 

h o rizon fc al n u asim p fco t u . 

Kosa asimpfcofca je у = — ж - 3 kacla ж — Too, jer je 

iim — — = Jim — e l/x = - 1, I 

з: — ►drco t-i-ioo д; 

7?, = )im ( f(x) — Ат.т) = lirn (( — х — 2)e l/:c -f ж) 

т-*±оо .т — ±oo \ y / 

— lim (ar( 1 — е 1/аг )) — )im 2е ]/т - 

т.~ »rfcoo T __ f; | ;00 

.. 1 - e 1 /* 1 - e ( n 

= lim j 2 = lim 2 = -3. 

.т-+±ео 1 /. 


0.90. hpilaii iok i nacriati grafik funkcije 

/(*) = (Slika 6.10) 


• Doinea fimkcije je (- 00 , - t) Џ(- 1, 1) Џ(1, +oo). 

* Funkcije nije ni parna ni neparna. 

© Funkcija nema nula. 
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Rešenje. 

© Dornen hmkcije je (0,1) U( 1 , -h oo ) . 

© Prvi izvod je f'{x) = ~~ l X ~ — } f r (x) = 0 } za х = e 4 . 

2-уЛг* In х 

Funkcija / raste za х £ (0, 1) U( e<i ) 4"°°) } a opada za х £ (l,e 4 ). 
TaČka A(e 4 , e 2 /8) je minimum funkcije. 


© Drugi izvod je f J, (x) = 


24 — ln 2 х 


4vx đ In х 


Prevojrie tačke su za г х = e 4 ^ 4 , ж 2 = e v ^ 24 . 

Funkcija je konveksna za х £ (e~'^* 4 ) l)U(ls e4 ^*)> 1 konkavna za х £ 

(0, e~^) +°°)- 


© Asimptote. Vertikalna asimptota je х = 1 } jer je lim — = +oo. 

x-+i± ln^ $ 

© Nema ni liorizontalne ni kose asimptote. 

6.92. Ispitati tok i nacriati grafik funkcije 

f(x) = (1 + x) 1/x = ехр ( 1П(1 / ~ ) • (SlUn 6.12) v v - 


© Domen funkcije j'e (-1, 0) U(0, +oo). 

* Prvi izvod je /,(x) = (1 + г ' )1/х (дТТТ) " 


. Iz nejed- 


nakosti — < ln(l T х) < Xj sledi da funkcija / raste na celorn 

х т 1 
svom domenu. 


Drugi izvod je / У/ (ж) 


- (Ттп - т) 1 + ? ( 2| " (+ + Ч - ет)) 

2г T Зг 2 

Funkcija ф(х) = 21п(г Т 1) ; тт ™ а P rV) izvod 

(1 Т x) z 


ф'(х) = 


>0, za — 1 < а: < Тоо. 
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Iz ф( 0) = 0, sledi da je ф(х) < 0 ako - 1 < х < 0, i ф(х) > 
0 za х > 0, odakle dobijamo 
ф( х) 

> 0 za X 6 ( — 1 , 0) t_J{0, +oo). 

Prvi sabirak u drugom izvodu je pozitivan i drugi takodje. paje f"(x) > 
0 za svako х iz domeria. do zuači da je funkcija konveksna na celom 
dorneriu. 

© Asimptote. Vertikalna asimptota je х = — I, jer je 

lim (1 + x) 1/x = +oo i lim (1 + x) 1/x = lim (1 + хј 1/х = e . 

Funkcija ima horizontalnu asimpfcotu у = 1 kada х ~+ ‘Too/jer je 
lim (1 T ж) 1 /* = 1. 

X — .- 1-00 ' 

Primedba. Tačka A( 0,e) ne pripada grafiku funkcije /, jer fcačka 0 nije 
iz domena. Zna.či, funkcija / se može neprekidno proširifci na х = 0 ako 
definišemo /(0) = e. 



Rešenje. 

© Domen funkcije je (~оо } -\-оо). 
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0 Funkcija nema nuia. 
* Prvi izvofl je /'(: r) 


© Krit ična t.ačka je .4 [ 0. — |- — ln 2 J Funkcija / raste za х £ (0,+co) 
\ 4 2 / 

a opada za гт: G (--oo, 0 ), 

Znaći funkcija ima. miniruum u lački A ^O, — -p — In 2 ^ . 


Drugi izvocl je /"(т) = 


Ј-е 2т -|- 2 е т + L) 


“ (1 + e 2 *) 2 

NuJe drugog izvođa su za xj$ = ln( I + л/ 2 ), sfco je \ prevojna fcačka. 
Ftinkcija je konkavna za. :r £ ( — oo,ln(l + л/2)), ! konveksna za х £ 

( 1 n ( 1 + л/2),+ооУ 

e» Asimpfcofce. llorizontalna asimptota je у = 7 Г / 2 kada х — * +co, јег je 

Ji?~(* rctteeX - ln ()/r^)) = T 


K osa asimpfcofca je у = —х lcada rr — »■ —oo. 

0.94. Ispitnti ink. г nacrtati grafik funkcije 

f(x) = j 1 ii j- + — arcfcg :r , (Siika 6.Ц) 


Doinen je (**»oo, — 1 ) IJ( L s oo). 

Funkcija nema. nula. 

Prvt izvod је /’ / (.т) = =- <ч/ nema nula, pa nema 

* ‘ (.Т 2 + 1) (ж — .1 ) (х + 1) 

ni eksfcrema. Fnnkcija opada na definicionom skupu. nifci prevojnih 

fcačaka. 


Drngi izvorl je f"(x) = 4 , гј - ; —37 — — г nema nula, pa 

(х г + 1 ) (.т — 1 ) (х + 1 ) 

nema ni prevojnih ta.čaka. Funkcija. je konveksna za. х £ (l,co). a 
konkavna za х £ (— oo, — 1 ). 
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Funkcija ima vertikalne asimptofce х = —1 i х = 1 , jer je 

1 . х + 1 1 1 , х + 1 1 

Jmi - ln - + -arctga: = — oo, hin - m - + -arctgT = oc, 

т— t- 4 х — 1 2 6 ’ х— r 1+-4 х — 1 2 b 

Ima horizonfcalne asimpfcote х = kada х — > +oo i х = — , kada 

Т — f — oo. 


6.95. Ispiiati tok i nacrtati grafik funkcije 
r, , , Ж 2 - Зх + 2 


/(i) = ln 


X 7 + 1 


(Slika 6.15) 


0 Domen je ( — oo, 1 ) (J( 2 , oo). 


© Nula funkcije je х = 

3 


Prvi izvod je f f (x) 


Зх 2 - 2x - 3 


(т 2 ~ Зт + 2 ) (т 2 + 1 ) 


Nule prvog izvoda su tj = - + -л/Тб; i т 2 = ^ — -\/l 0 , medjutim 

O и O O ___ 

х г nije iz defimicionog skupa tako da u tački Л(| — |>/Г0, 1J253), 
funkcija ima lokalni maksimum. 

Funkcija raste kada je х £ oo, — | — |\/Тб) U(2, +o°), a opada za. 
х £ — зл/Тб, 2 ^ . 


_ .. .. r/// ч —15a; 4 + ЗОт 2 — 30x + 13 + 6x s 

© Drugi lzvod je J (х) = 5 s . 

* V ^ (х 2 — Зт + 2) 2 (х 2 + l ) 2 

Prevojna tačka je B(~~ 1, 5166 , 0, 9864) 

Funkcija / je konveksna za х £ ( — oo, —1.5166). 

Funkcija / je konkavna za х £ ( — 1 .5166, 1) U( 2 , oo). 


Funkcija ima vertikalne asimptote х = 1 i х = 2 , jer je 


т 2 — Зж + 2 


c 2 — Зт + 2 


fim ln = oo , lim ln г-— - 

1- х 2 + 1 *-*2+ ж 2 + 1 

Ima horizontalnu asimptotu х = 0. 
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, > 

f \ ^ 

* 

0 





0 1 . г/ч 1 . ж *4* 1 1 

Sl. 6.14. f(x) = - In + — arctg х 

4* X i Zi 



Sl. 6.15. f(x) = In — - 2 - 3 | Х ' . + 2 

4 “ .1 




Glava 7 

Ispitni zadaci iz Anaiize I za 
studente informatike, 
1992-1996 


januar 1992. 


1. Ispitati i nacrtati grafik funkcije f(x) = ln ^ 


х 2 -f 1 


Rešenje. Videti zadatak 6.95 na strani 207. 

i -f tg х* \ * 


2. Odrediti graničnu vređnost lim 

Rešenje. < 

1 + tga; 


+ sin х 


lim 

х — ►o \ 1 + sin X 


l 1 . 1 1 

аПГх t (1 + tg a;) ‘s 1 СОЈХ есозо 

’= lim j = — — - 

(1 sin ж)5пг^ e 


1. 


3. Odrediti dužinu luka astroide x 2 t 3 ~f у 2 / 3 = a 2 / 3 . 

Rešenje. Videti fil], strana 268. 

7г/2 

4. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala f sin m х cos n х dx y 

0 

1 

te ga izraziti pomoću Beta-funkcije B(p, q) = / t p ~ l (l — t) 9_1 dt, 

o 


Rešenje. Videti [11], strana 280. 



270 


GLAVA 7. JSPITNI ZADACl 


ЗЈ arr.f^g х 

5. Razvili u sf;epeni red funkciju /( х) = / dx i odrediti 

o 

polupi ečnik konvergencije. 

Rešenje. Pošto je odredjivanje domena funkcije /, odnosno poluprečnika 
konvergenci je R drugi đeo zadatka, za sada ćemo sav račun formalno raditi 

arctgrn q(x) 

na intervahi х G (—11, R.). Važi f'(x) = = . Dakle, 

х* х 

. . oo oo 

Stepeni red uniformno konvergira na svakom zatvorenom podintervalu in- 
tervala (— II, //.), pa je 

г } 00 

// ( х ) = #(0) 4- I g'(t)di = arct'gO + J У^( — l) n / 2w dt 

0 0 n “° 

cr> x f oo V 2n+I 

n=0 5 n=0 ^ 

Koristeći prethodni rezultat računamo i razvoj funkcije / 

\ [ дЏ) j. f јчп * 2n т. v 

f{*)= —di= ц - 0 2^*-g(2^w* ’ 

0 0 n =° n=0 
Preostaje da nadjemo poluprečnik konvergencije dobijenog reda. 

Koristiino Košijevu formuln 


— = linisnp Г/|а„| = lim * rt 4/! a 2ri+i | = lim 

/?, n~MM V V Ti-*oo 

Prema tome poiuprečnik konvergencije je II = L 


rnart 1992. 

L Ispitati i nacrfcati grafik funkcije f(x) = (ж + 2) 2 / 3 — (х — 2) 2 / 3 . 

Rešenje; Domen funkcije je R. Neparna je. Nuia funkcije je х = 0. 

IJ fcački /1(— 2, - vlfi) funkcija ima'minimum. U tački Б( 2, v?TG) funkcija 
ima maksimurn. 

Funkcija / rasfce za х G (—2,2), a opada za х £ ( — oo, —2) (Ј(2, oo). 
Horizontalna asirnptota у = 0. Grafik je na siici 7.1. 

o 2 

2. Odrediti dužinu luka krive I/ = aln —z za 0 < х < h i a > b. 

a z — х 1 


mart 1992 . 
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Slika 7.1. у = (* + 2)V3 - (, - 2)V3 Slika 7.2. у = у ln ( e ~ ^г) 

Rešenje. Jednačinu krive možemo predst.aviti n pogodnijem obliku 
у = a( 2ln n - ln(a 2 - ж 2 )). Dužina luka krive je 



4. Izračunati površinu figure u ravni, ogranićene funkcijama 
f(x) = X i g(x) = х + sin 2 х na intervalu [0,7г]. 

Rešenje. Sabraćemo integrale sa zajedničkim intervalom integracije. Grafici 
funkcija / i g se seku u tačkama (0,0) i (тг.тг), a nad intervalom (0,тг) grafik 
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funkcije / je iznad grafika funkcije g. Zbog toga je tražena površina 

7Г 7Г 7Г ЗГ 

. л г г f \ cos 2х 

Р = / (а; -b sin 2 а;) dx — z dz = / sin 2 a; dz = / da; 

o oo o 

1 / i . Г\ тг 

2 V 2 1о/ 2 


cx> / 

5. Ođređiti funkciju koju predstavlja stepeni red — тт гт— i 

n =i n(2n - 1) 


odrediti poluprečnilc konvergencije. 

Rešenje. Da bismo se oslobodili razlomka pod sumom, naći ćemo drugi 

00 ( — l) n “ 1 a; 2n 
izvod funkcije f(x) = £ ■ - - - г- 

/"(*) - Е = £ 2 (- 1 ) n_la;2n " 2 

П— 1 ' ' n=l 

oo 09 

= 2 V(-l)“a;’ 2n = ■ ■ ■ ; ■ ^ = — + 

frf ' i-(-^ 2 ) 1 + * 2 ' . 

Računanjem prirnitivne fimkcije dobijamo f l (z) = 2arctga;, 


/"(*) - E 


E2(-ir 




= 2 Eh 


n a ,2n = 


/(a;) = 2 J arctg / dt = 2 1 arctg t - 2 J — dt = 2x arctg х - ln(l + ж 2 ). 

o 0 . o 

Za poluprećnik konvergencije računamo 

Tl = П :НН (/Н1 = lim sup V|a 2ll | = Jim - ^ ( ~“ Г ј 

V2 , ' 

= hm _ . — 0 = lj 

7, <Дп V2 n - 1 

јегје ' ••■ 

i < V2n - 1 < № — ♦ 1. 

n— »СХЗ 

Poluprečnik konvergencije je R = 1. 


septembar 1992. 


1. Ispitati fuukciju у = ln (■ e — — ). 


septembar 1992. 
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Rešenje. Domen date funkcije je (-oo. 0) (J , co^ . Nula funkđje je 
1 

г ™" 3(e — 1) 

3 / i \ 3 

Prvi izvod funkcije / j e /'(*) = - ln ^ - —J + — 

Funkcija raste na ( — oo, 0) i (/,+ор). Drugi izvod je /"(х) = 

Funkcija je konveksna za х < 0, a konkavna za a; > — . 

1 ‘ 3® 1 „ ei 

Vertikalna asimptota je х == — . Kosa asimptota у = — - — - Za gralik 
videti sliku 7.2. ■ 

sin a . 

2. Dato je a > 0. Dokazati da jednačina 2a; + cosa; = a + ппа 

rešenja u intervalu (0,a). 

Rešenje. Funkcija / definisana sa f(x) = ^sina;, ! € [0 } a], je neprekidna 
i diferencijabiina na intervalu [0,a], ра ispunjava uslove za primenu La- 
granžove teoreme. Lagranžova fceorema garantuje egzistenđju rešenja na 
intervalu (O.a) jednačine po a;: 

F(a) - f f . a 2 + sin a 

f(x) = ^ ^ ili 2a; + cos х = — 1 , 

J к } a - 0 a 

što je ekvivalentno datoj jednačini. 


3. Nekaje I n = f sin n xdx. 
o 

n ~ 1 . 

(i) Pokazati da je / п = l n ~. 2 < 

4 ' n 


(ii) Odrediti / 6 . 

(iii) Pokazati da je / 2п = 


(2n — 1)!!тт 
(2n)H 2' 


Rešenje. (i) Imamo 

(sin 71 ” 1 a; cos a;) ; = (n — 1) sin n 2 a; cos 2 a; — sin n х = (n — 1) sin х ■ 
Posie primene integrala nad intervalom |0, — j dobijamo 

тг 

. 2 

(n - l)/„_2 - nl n = (siri"- 1 X cos хј = 0 
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odakle sledi U ažena relacija. 


fii) Prvo račimairio / 0 = f 1 dx = — , a zatim koristimo (i) da izraču- 

o 2 

namo / 5 : 

r 5 r 5 3 5 3 1 5тг 

7fi = 6 Л, = 6'4 /2= G'4'2 /o= 32’ 

(iii) Koristićemo rnatematičku indukciju. Za n = 0 tvrdjenje važi na 
osnovu dokaza dobijenog pod (ii). Pretpostavimo da je broj n E N 0 izabran 


( 2 77 — j ) 1 1 7 г 

tako da važi / 2 „ = — Tada je 


2n )!! 2 


(s>(n+!) = (2n+2 


2n -|- 2 — 1 2?i. + 1 2ra + 1 (2« — 1)!! ж 

~ 2 ra -I- 2 2n+2_2 = 2n + 2 /2n = 2ra + 2 ' (2ra)!! ' 2 


_ (2ra + ],)!! тг _ (2(ra + 1) - 1)!! тг 

“ (2ra + 2)!! ‘ 2 " (2(ra + 1))!! 2’ 

a to znači da tvrdjenje iz (iii) važi i u slučaju kada se n zameni izrazom n + 1. 
Time je tvrdjenje pod (iii) dokazano indukcijom. 


4 . Ispitati konvergenciju integrala f dx, 

o хП 

5 . Izračunati suniu reda i odrediti poluprecnik konvergencije 

±1 ”•(« + !)' 

OO <£ п 

Rešenje. Neka je f(x) = Tada je 

n=i П[ п + 1) 

(Tftr))" = f\ =+,'•= -2-, 

4+ n(n +1) “ 1 з* 


Odatle je (т /(:i:)) / = f = — ln 1 1 - г*|, odnosno 

o N I 


:/(.r) = ~ У ln |1 - <| 


Пп |1 - i| + / j— 


= Iu 1 1 - :?: l - Ј in ii - ж| - J + J 

0 0 0 
= — rr: in |I — rr:j + ln |1 — ж| + ж = ж + (1 — ir)ln|l“i|, 

1 - a; 

Fime dobijamo /(:?:) = 1 -} 1 n 1 1 — x\. 

х 


oktobar 1992. 
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Slika 7 . 3 . у = arctg 


Slika 7 . 4 . у = ух 7 — - — 4 ^fx 


Poluprečnik konvergencije je 77 = 1 : 


1 1 - . | a n+l| )-._ (ra + l)(ra + 2) 


— = limsup = lim 

R n — oo a n n-voo 


lim = 1- 

n-^oo П z, 


n(n + 1) 


oktobar 1992. 


1. Ispitati i nacrtati grafik funkcije у = arctg (^l + — j . * 

Rešenje, Domen funkcije je R\ { 0 }. Nula funkcije je х = — 1 . 

Prvi izvod funkcije / je /'(- т ) — — ^ ^ ^ j - Funkcija / opada na 

( — oc, 0) i (0, co). 

4 -х 2 

Drugi izvod funkcije je f n (x) = - ^ 2 ^ ■ — ^ ^ ^ y 2 ~ - Funkcija / je konveksna 

7,a ж £ (-i,o) U( 0 ,co), a konkavna za, х £ (-oo,-i). Prevo i na tačka. je 
za ж = “1/2. 

Nema vertikalne asimptote jer je lim /(ж) = — , lim f(x) = — — . Hor- 

x _4 0 4 - 2 х— + 0 — Z 

izontalna asiinptota je у = — , Grafiic je prikazan na slici 7 . 3 . 
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2. Dokazati nejednakost 

arccos х — arccos у > у — х za —1<х<у<1> 

Rešenje. Neka je г proizvoljno izabran broj iz intervala (х^у) i neka je 
funkcija / : [-1,1] R definisana jednakošću 

f(i) = arccos t, f G [— 1,1]. • 

Funkcija / je neprekidna na [—1,1] i ima izvod /'(i) == — ŽL u svim 

VI — i 2 

tačkama i £ ( — 1,1). Primenjući Lagranževu teoremu dva puta, redom na 
intervalima i (z,i/], dolazimo do zaključka da postoje f £ (a; , i r) £ 

(z, у) tako da je 

arccos z — arccos х = 
arccos у — arccosz = /'(т/)(7/ “ z )- 

Sabiranje ovih jednakosti daje 

arccost/ — arccosa; = f'(0( z ” ж ) + Г(у)(у “ z )* 

Primetimo da za prvi izvod funkcije / važi f‘(t) < -1 i pri tome je nejed- 
nakost uvek stroga (f‘(t) < —1) izuzev u slučaju kada je t = 0. Odatle 
sledi 

f(0( z - x ) + f(n)( У - z ) < (-1)( г - ®) + ( — l)(j/ - z), 

pri čemu se jednakost dostiže jedino u siučaju f = тј = 0. Medjutim, to je 
nemoguće, jer je х < f < z < r\ < у. Tako je dokazana stroga nejeđnakost 

arccosi/ — arccosa; < ( — l)(z — a) -f- (™1)(т/ — z) } 
iz čega neposredno sledi se tražena nejednakost. 


3. Izračunati površinu površi која nastaje rotacijom oko rr-ose dela 
krive у = sin д; koji se nalazi izmedju tačaka sa apscisama х = 0 


Rešenje. Uvešćemo smenu cos х = i 

7Г тг/2 

P = / 27n/\/l h (v 1 ) 2 dx = 2 / 27rsb 


= J 2кууЈ\ (у 1 ) 2 dx = 2 J 2ir sin х V 1 -f cos 2 a; dx = — 47г J \/l + i 2 dt. 


2a neodredjeni integral dobijamo 

/= / л /l -f t 1 dt = / L di : 
Prvi sabirak se računa smenom z = i + 


у/1 P i 2 J vT+7 
h t 2 iz koje se dobija 


dz = 1 4- 


f t + vT+1 2 2 

dt = , . ■■■■■ — dt = — •■■■■■■. ■ dt , 

vTTT л/ГТТ ' 


oktobar 1992. 
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J - Jn |г| + c* = in(* + vTT 2 ) + Ср 


Za drugi sabirak imamo 
7 dt f t 


i 1 dt [ 1 2 1 , t r f 1 

j л/Г+Г “ j 2 ' vT+1?..* “ 2 ' 2v/l + г “ J 2 

= Г \/l T £ 2 - /. 

Uvrštavanjem u polaznu formulu dobijamo /; 

/ = ln(( r \/1 + Г 2 ) + Г\/1 + Г 2 -/, Ш 

1 = 2 )n (* + + ^ 2 ) + ^ V^l + i 2 + C . 


Tražena površina je P = 4i 


2јг(ч/2 + 1п(1 + л/2)). 


oo arctff ж 

4. Ispitati konvergenciju nesvojsivenog integrala f — — - — 


o 2 + a* 


Rešenje. Videti zadatak 5.69 u [11]. 


a; 4- 2 

5. Razviti funkciju у = arctg — — u stepeni red u okolini nule i 

odrediti poluprečriik konvergencije dobijenog reda. 

Rešenje. Iz 

(* " 2) ~ (х + 2) 

V = (* “ 2 ) 2 = ( Ж - 2) - (х + 2) 4 

т . f±tl \ 2 (* - 2) 2 + (*. + 2) 2 “ 2з2 + 8 " 


razvojem u red 


, ч _ 1 1 1 ^ 

g(x ) _ 2 . - -з- - 2 E 

1 + n=0 

4 


(“1) П 2n 


i integracijom se dobija 


Er 


OO • , *t \ n 


T-o 22n+1 n ti(2»+l)2»-+i“ 

Za poluprečnik konvergencije imamo R = 2 t јег je 

4 = lim а,,+ У|“а»+1| = lim , 4 ,V--- - = 1. 

ič n ico V ^ n~»cx> 2,,4 Y 2n + 1 * 2 2 
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februar 1993. 


i , Ispitafci ? nacrtati gra.fik funkcije у = у х 2 — ~ “ 4\/z. 


Rešenje. Domen funkdje je ~-,oo j Nula funkcije je х — 1 6 04 r 

— \/ х* -f' л/'1х 2 — 3 TI ... f’O i * * 

Prvi izvnd je f'(x) = — 2 == • 9 tackj d(l, 7") funkcija 

л/.‘к 3 ■ V4 .t z — 3 1 


3 ^ .. / 3 \/2l 

ima niaksimum a za х = --4 — — minimum. Funkcija opada х £ | 1,~ + ^ 


3 V21 


a rasi.e х G 1 J U ~ *°°J ' 

Prevo jna fcačka je za a: ~ 1.3721. Nema asimpfcofca. Orafik se nalazi na 
slici 7.4. 

26 a. 2 a 

2. Dokazafci nejednakosfcs 1п2е ™ — < ln — < ln ^ a *° J e 

, a 

0 < 6 < 

Rešenje. Da bisrno transforinisali nejednakosfci, oduzecemo In 2 od sva 1 1 i 

izra.za, svesfci na zajednički imenilac i podelifci sa a — 2b: 

2b , a . n f ( a 

j < ln ~ — ln 2 < -1 + 

a b 2b 

a — 2b , . ^ a “ 2b 

< ina — in 2 b < — — — , 

a 2b 

L ln u — ln 26 1 

a a : — 2b 2b 

Frimenom Lagranžove fceoreme na funkciju f(%) — ln х na infcervalu [26, a] 
zakijučujemo da važi 

— — — = f r (£), za neko (, £ (26, a). 
a — 26 

Funkcija f f (x) = — je opadajuća na intervalu G [26, a] ра je /З а ) < / (f) < 

1 in a — In 26 1 

/'(26), а fco je upravo tražena nejednakost - < ^ __ ^ 


3. Izračunafci 


~e r Љ. 

X 2 


februar 1993. 
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Rešenje. Rasfcavljajući na zbir i koristeći parcijalnu integraciju dobijamo 


—е т dx + -е х 

X X 


-e T dx = -е т + C. 

X X 


2 (£ — x) p In х 

4. Ispitafci konvergenciju nesvojstvenog integrala / s \ n V 0 

Rešenje. Tačke nesvojstvenosti su oba kraja intervala infcegracije. 


(i) Integra.1 na intervalu [0,1]. Korisfceći lim j— 


0 dobijamo 


7Г\ Р 1 


lim ~y~ : 

гг-*+0 ( 7Г 


2 x<* 


7Г 1 

0. Integral ( — ) p / x~ q dx divergira ako i samo ako 

2 o 


je - q < —1. Prema tome, i (i) divergira ako je q > 1. 

Preosfcaje slučaj q < 1. Izaberimo e > 0 tako da je a + e < 1 (na 
primer e = U narednom limesu koristi se lim = 0, što 

F 2 sc-~+0 x~ £ 


(f - ж) Р 1п-т 


je posledica Lopitalovog pravila: lirn 


— 0 (f) f 


0. Infcegral 


/ x~ q € dx konvergira јег je —q - e > -1. Prema tome i (i) 
konvergira u ovom slučaju. 

Time smo dokazali da za q < 1 infcegral (i) konvergira. 

(и._дЛ р 1 па: (E _ .т) р 1п - 

(ii) Integral na intervalu [1,7г/2]. Koristeći — ^ — — ~ — — 

4/0 1 1 sm 9 х D 

( 7Г V ( *\ 

х -> тг/2, kao i činjenicu da f ( ~ ~ xj lln - ) dx konvergira ako i 
samo ako je p > — 1, zaključujemo da (ii) konvergira pod isfcim usiovom. 
Iufcegrai dat u zadafcku konvergira ako i samo ako je p > ~1 i q > 1. 

5. Izračunati zbir sfcepenog reda i odredifci obla.sfc konvergencije 


2 n — t ( 7 i „ i)F 
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Slika 7.5. у = \/x 3 — х 


Slika 7.6. у = ctg х i у = 'e cos х 


Rešenje. Transformisanjem datog reda dobijamo 


~ (?)" 


fM = Z 1)! = I . kt = = xei - 

n=l v ' n=0 n=u 

1 

I = lim sup j пп * -■ 1 = lim — : — ..= lim — = 0. 


П—+ОО I C*n 


Лп ,wo ° 


1 ‘ n—*oo 2 71 

2 п ~ г (п — 1)! 


Dakle, poluprecnik konvergencije je R = oo, pa je oblast konvergencije in- 
terval ( — 00 , 00 ) = R. 


april 1993. 

I. Ispitati funkciju i nacrtati njen grafik: у = \/x 3 — х. 

Rešenje. Do'men funkcije je R. Neparna je. Nule funkcije su х = 0, х = 

Prvi izvod je f\x) = — - - U tački х = — — funkcija irna mak- 

3(v^ 3 — ^) 2 3 

Уз 

sirnum. U tački х = funkcija ima minimum. 

у/сјг уз 

Funkcija / raste s € (- 00 , ^-) U(-jp °°)» a opada a: 6 ( — ,— )• 


i 





april 1993. 
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Drugi izvod je }"(x) - - 9 ■ Funkcija je konveksna 

za х < -1, 0 < 1 < 1, a konkavna za -1 < х < 0. Nema asimptota. Grafik 
je prikazan na siiđ 7.5. 

2. Date su funkcije 

r / \ X . X ■ i 

f(x) = In j х > 0; 

,, .. e e 

g{x) = Y hl { e ~h)' *€(-oo,0).u(^,+oo). 

0) Naći minimum funkcije /. 

(ii) Dokazati da jednačiria </(a;) = Onemarealnih rešenja. (Uput- 

stvo: koristiti smenu i = e — j 

‘Зх ,Ј 

Rešenje. 


(i) Da bismo našb minimum. naći ćemo prvi izvod funkcije. Važi 
rr„\-* 1 „ ж . _ч a: In ж — х- 


r / \ & гг X . 

f( x ) = ~ ln — = — (In х — ln e) = 
e e e 


tako da je 


1и X + X * 1 

/'(*) - * — 


“ In X. 
e 


Jedina nula prvog izvoda je х = 1. Pošto je drugi izvod f ,f (x) = 

očigledno pozitivan za х > 0 } sledi da je traženi minimufn f(l) = 

- ln - = -I. 
e e e 


!“) Nalaženjem prvog izvoda funkcije g , dolazimo do jednačine 

: 5 ln ( e 'Š) + -2l r- 0 ' 


Uvedimo navedenu smenu 

3 9 ( e 0 ■ g f 

+ = 0, lni + — — 1 = 0, -(ln f — 1) + 1 = 0, 
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Posieclnja jednačina nema rešenja, јег izraz na levoj strani te jecmačine 

ne rnože biti nianji od -- na osnovu (i). Prema tome ni jednačina (7.2) 
e 

nema realnib rešenja. 

3. Izračn nati površinu figure u ravni ograničene krivaina 
I/ = ctg х i y = ecosx (0 < х < тг/2). 

Rešenje. Tačku preseka krivih nala.zimo rešavajući sistem jednačina po х i 
у islika 7 . (>) . Tako ima.mo 

. 1 

ctg х — e cos х , pa je х — arcsm — . 

Da bisino našli traženu površinu treba da izraćunamo integral razfike 

rr тг 

2 2 

p- I (e cos a: — ctg х) dx = (e sin х — ln j sin x|) 

■> arcsin ~ 

- 1 e 
arcsm - 

7Г 7Г 11 п 

— e sin In sin — — e • - + in - — e — l. 

2 2 e e 


4. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala / ^ 

^ ( — l) n+1 a; 2n 

5. Odrediti funkciju koju predstavlja stepeni red ^ '" n (2n — 1) * 

izračunati poluprećnik konvergencije. 


j im 1994. 


1. Ispitati funkciju i nacrtati njeu grafik: у 


|1 + ж| 


Resenje. Domen funkcije je R ? jer je х 7 — 2x -f ( ж l) 2 -f 4 > 0. Nula 
funkcije je'tr = l. Prvi izvod je f’{x) = “3^2 _ 2x + 5) 3 / 2 ’ * < 1 

; rr (n ,\ _ i ж > 1 U taclci ж = 1 funkcija ima minimum. 

1 J { ) " З(ж 3 - 2x + 5) 3 / 2 ’ ‘ " 

Funkcija raste х <~ (l.oo) a opada х € (~^°j 1)* 

2x - 2 

Dmgi izvod je /"(*) = + 5) 5 / 2 ? 

1ша horizontalmi asimptotu у = 1/3. Grafik je na slici l.i. 


jun 1994. 



Slika 7.7. у = 


[1 4- x\ 

3\/.г* 2 — 2x -f 5 


Slika 7.8. 7 / = x 7 / 3 e x 


2. Dokazati pomoću Lagranžove teorerne srednje vrednosti da jed- 


arctg х 




ima ba.r jedno rešenje u intervalu (1,л/3). 

B.ešenje. Funkcija /(a;) = Г ^ ^ je neprekidna i diferencijabilna. na inter- 

— — j-arctgs; 

valu { 1 , л/З) i njen prvi izvod je f(x) = x - — — . Kako je 

f(V 3) — /(1) 1 ( arctg уД arctg 1 \ 

У3_1 ~ V3 - 1 V V3 1 J 

1 у/з + 1 f 1Г ж\ _ 7Г f R , 1Л f 1 

" л/3-1 Vš +Г \зУз 4/ 2 КЗ+ ) 1зл/3 4 J’ 

te na osnovu Lagranžove teoreme odmah dobijamo tvrdjenje. 


i 7Г 4 

3. (i) Dokazati f Jn sin (t ~|- —) dt = f ln cos i dt. 

o /+ o 


t 1п(1 d~ х) 

(ii) Izračunati f — тг~ dx uz korišćenje smene х = tg t i 

' o 1 + 
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identiteta tg — -f tg L 


v^-sin (t + A 


Rešenje. 

(i) Koristićemo smene t 4- — = у i у — — _ » 

4 У J 2 


■1 2 
J in sin + — ) t/i = j ln sin у dy 


dt — ln cos z dz. 


(ii) Siedeći uputstva imamo 
f ln(l + х) 


ln(l + tg t) 
1 + tg 2 t 


fr ' (i + ^ 2 0 dt 


- I ln + tgf ) dt = f ]n 

0 b 

Ж 5Г 

* 4 / 

= J ln у/2 dt 4- J In sin + — 


л/2 sin ^ + ^ 


dt — / in cos i dt. 


Primenom (i) dohijamo 


J±ft±£ d , = j iaV 5 Jt = 


4. Ispitati konvergenciju nesvojstveriog integrala /( ч /же х ) р dx. 

o 

Resenje. Tačke u kojima imamo nesvojstvenost su 0 i oo te dati nesvo- 
jstveni integrai rastavljamo na dva integrala 

°? 1 oo 

J(y/xe x ) p dx = j (y/xe x ) p dx + J (уДе*) р dx. 

0 0 1 

(i) 1111е 6 га -Ј ч«! 'mtervalom (0, 1], Iz (У^е*)? ~ (у^-1)", х -* 0 i poznatog 
kriterij uina za konvergenciju integrala f х* dx sledi da (i) konvergira 


jun 1994 


ako i sarno ako je ~ + 1 > 0, tj. p > -2. 


(ii) Integral nad intervaiom [l,oo). 


(a) Slučaj p > 0. Koristeći Jim = 0 i činjen.cu da f x~> dx 

di vergira, zakijučujemo da u ovom slučaju integrai (ii) divergira. 

(b) Sluča i P < 0- Kako važi iim — )1 = . y m = () ( ( t 

gial f х dx konvergira, zaključujemo da u ovom siučajti mtegral 
(ii) konvergira. 

Zaključak je da integral dat u tekstu zadatka konvergira ako i samo ako 
je -2 < p < 0. 


5. Izracunat. zbir stepenog reda i odrediti poluprečnik konvergen- 
cije: £ (« 2 + 2n + l)x n . 

n = o 

Rešenje. Uvedimo oznaku /( х) = £ (n 2 + 2 n + lj ;c n . Neka ie 

n=0 

х ' , 

= / Л0 Л = fj(n 2 + 2n + 1)^~- = * fj( n + i^« 
o «=o ,l -• 1 „ =п 


л (1 ) = J л = Е(» + d£11 = £ ««• = -ц. -i 

0 n=0 1 n==0 1 - 

Tada je g(x) = xh'(x) = х (-1 + — i_V _ ж l ■ 

V 1-х/ (1 - ж) 2 , 

/(.r) = 1 2x ■ — - 1 ~ a + 2:c _ 1 I- х 

( 1 ~ х ) 2 ' (1 - *) 3 (1 - ,т) 3 (1 - ж)3 ! 

Za poiuprećnik korivergenđje dobijamo R = 1, jer je 

I = f=±i| = llm y±a! = lim 0/11 = , 

il a— +oo ■ a n I n--*OQ / n 4- l) 2 п~* oo / 1 \ 2 

V + n) 
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s p p t, e l n b a v 1 9 9 4 . 


I Ispita.ti fnnkciju i nar.rtati grafik: f(x) = + ' п 


(^) 


1. 1 8л/5 . , ■ , 

2. Dokazati da jednačina 2ж sin — — cos — — ^ i ma ' :>al J e,no 

/ 1 • 4 \ 

rešenje n intervalu х € (— , — ]■ 


R.ešenje. Izvod funkcije f(x) = х 2 sin ж € j-, -j , je /'(*) - 2ж S!n ж 

i / 4 \ / 1 \ 16 . јг 1 . d %/2 , .. 

cos -Takodje važi / (-J ~ f ^ s,n 4 8,n * “ *2 • •’ untc,ja 


l\ 16 . Јг 1 


cos ~. Takodje važi f^J-)-f\-j - -j sin ^ ^ sin ir - ^ ■ Funkaja 

/ je neprekidnai diferencijahilna. na intervalu — , — ■ Primenom Lagra.nžove 
teoreme zakljnčujeino (ia postoji c € (~ >~J za Foje važi 

/ f A ) - f(h) 1 1 • r - 

f(c) = _AlZ Vl Odatle sleđi 2c sin - - cos - = — — , pa je c trazeno 

J V / 4_ JL ' c C uTT 


/(7) -/(> 


rešenje jednaćine ч intervalu (1,^). Primetimo da Lagranžova teorema 
ohezbedju je samo poRtojćuije rešenja, aAl ие i sanio lešenje. 

3 7 Ја brivu 9 г / 2 — ат (3 — rr ) 2 nar.i zapremiiui t;ela nastalu obrtanjem 
petlje oko rc—ose. 

ReRenje. Postoje dve tarke preseka krive sa ar-osom: х - 0 i х = 3, pa je 
tražeua z ap r e m i n a, 

} , . }х{3-х) 7 л _ h 3 -*)* 2 

K = јг / j/ 2 dx = јг / - — dx = w J df 

o o 0 

/ < a / f 3 , 3 

» Л= 4- ■ 

0 0 


4. Za koje a € R konvergira / 


f 7 a. a — 2. 


f .1 j f /.т 7 Izraćunati 

\ж 2 + х -h 1 J 


Rešenje. Oč.iglediio je х 7 )- х + 1 > 0 zbog х 2 + х + 1 


septembar 1994 
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Integral je nesvojstven samo zbog neogranićenog intervaia integraaje i 

r" 2cv f 1 1 

lim — — = bm j 1 I — у ) ~ A, 

гг-*+оо (з: 2 + т, + 1) a rr— t-4 -со \ X X J 

Kako se integrali + / x~ 7a dx i f (x 2 )-° dx mogu izra.ziti jednostavnom sme- 
nom jedan preko drugog, a konvergiraju ako i samo ako je -2a < -1, sledi 
da polazni int.egral konvergira. pod uslovoin a > -. 

1 . \/з , ... 

Smenama dobijamo х + — = у i у = tg £ cloDijamo 


х 2 + х -r 1 


\r + 4 


,, 1 , 8\/3 f 1 + cos2z 

cosK — —dz= — / 2 Љ 

COS' 5 2Г У 7 ^ 


8л/3 siri2^ 
“g - \2 + 4 


47Г\/3 


5. Razviti u stepeni ređ funkciju у = cos .т + cha:, gde je сћ.т - 
- — — — , i odrediti poluprećnik konvergencije dobijenog reda. 

Rešenje. Prvo ćemo razviti u red funlcciju ch 

+ (" l ) n * n 

2 2 /Го n! 2 n=0 n[ 

1 ” (1 + (-l) 2fc )a: 2fe 1 ^ ( 1 -K-l) 2fc + 1 ).r 2fc+1 = у, 

“ o L rot.'it ^9^ (2 fc + 1)! r~L (2fc)l 


2 to (2fc ) ! 2 I 

R.azvijamo u red i zadatu funkciju 


x 7n x 2n 


1)П (2п)! + £(2п)! 

(1 + (-l) 2fc ).i; 2fc , (1 -|-(-l) 3fe+1 > 2fc+1 = + 

Ш\ F t. (2fc + 1)! t (4п)! 


_ V' lUl-rr . V I 

lt 0 ( 2 *) ! to (2k + l)! 

Za poluprećnik konvergencije nalazimo 


1 i — / . V vz 

Л = U ™J” P V ■ |a "l = п ! 7\ VI— I = n-Zo V(4n)!' 
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r / £ i \ 71 

Za syaki pozitivan broj £ važi lim — 

П— t'OO -дј 

је < n! za n > nn. Orlai.lp sl^rli _i_ 


je (c ) < «! za n > 77,q . Odatle sledi < £, pa je iim 


0, pa postoji ?i 0 £ N tako da 
. .. I 


0. Tako 


dobijamo ~ = 0, te je R = co. 


januar 1995. 

1. Ispitati i nacrtati grafik; /( х) = ,г* 2/ ' 3 е ;к . 

Rešenje. Domen funkcije je R. Nula funkcije je х = 0. 

Prvi izvod je f'(x) = • u tački ж = -| fimkcija ima maksi- 

rmim. U tački .г* = 0 funkcija ima minimum. 

l'unkcija / raste х G oo, и(0,оо), a opada za (~~ : 0). 
n • 1 . cuf \ ( — 2 T 12.г -f 9x 2 )e x 

Urugi izvod je /%г) = i — ^= . Nule drugog izvoda x x = 

~2 ~ л/6 . -2 + \/6 

3 i X 2 Funkcija je konveksna za х < x Xi х > x 2) a 

konkavna za a.*i < х < г 2 = Ilorizontalna asimptota у = 0. Grafik je prikazan 
na slici 7.8. 


2. Dokazati da funkcija 

/(*) = { I i + * aein ^' 

{ 0 , X = 0 

nije monotona ni na kom intervalu koji sadrži nulu. 

Rešenje. Ftmkcija / je neparna pa je dovoljno dokazati ua nije monotona 
ni na jednom intervalu oblika (O.e), jer svald interval око nule sadrži bar 
jedan ođ lntervaia oblika (O.e) ili (-£,0) za nelco e > 0. Tvrdjenje zadatka 
dokazaćemo svodjenjem na protivrečnost. Na intervaiu (0,£) funkcija je 
diferencijabilna i važi 

/' Ч 31 ) = ^ + 2ж sin ^ - cos 1, х £ (0,£). 

Pretpostavimo daje / monotona na(0,£). Tadaje 


(i) ili /'(*) > 0 za sve х 6 (0,е) 5 
(ii) iii f\x) < 0 za sve х £ (0,£). 


jnnuar 1995 . 
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Medjutim, cos ^ uzima obe vrednosti +1 i — 1 ц beskonačno mnogo tačaka 
1 Z lntervala (0,£). Preciznije govoreći, niz a n = — , n £ N. ima sledeće 

П7Г 

osobine: iim a n = 0, a n > 0 i cos — = (-l) n . Odatle sledi da je sin — = 0, 

1 a, ‘ 3 “ n 

/'(“27.) = 2 > 0 (ne važi (ii)) i /'(“ 2 «+i) = — - < 0 (ne važi (i)). Tako srno 
dobili kontradikciju i funkcija nije monotona na intervalu (0,e). 

3. Jzračunatž zaprem inu tela nastalog rotacijom deia krive 
У — ( 2 ~ г)>/1 — г, 0 < х < 1 oko у- ose. 

Rešenje. Funkcija, čiji je ova kriva grafik, je opadajuća na intervalu х e 
[M], jer je proizvod dve nenegativne opadajuće funkcije. Jednačinu luive 
upotrebićemo kao smenu u integralu 


i i 

V ~ J тгх 2 dy = J ж x 2 y(dx. 


Зх — 4 


Kako je y s = - , uvodjenjem smene 1 - х = t 2 dohijamo 


V = - 
2 . 


1 [ Зд3 - ' 1ж2 _ I [ 3(1 — f 2 ) 3 — 4(1 — t 2 ) 2 


I/- 


= *■ J (з (1 - з l 2 + 3 1 * - i б ) - 4(1 - Ћ 2 + /*)) dt 


, , , с>о | 4 s 1 n 2 г 

4. lspitali apsolutnu konvergenciju integraia f — - dx 

1 г 3 + */x 


Rešenje. Treba da ispitamo konvergenciju integrala f - S * U 

Koristeći ' 


1 ~ 4 sin 2x 1 + 4 |sm 2x\ 5 _ 3 

•г- 3 + ~ х 3 + a; 3 ~ 2 Л 


~ 2 X 3 ’ X 6 ( l *°°) 


. - . . , . 00 5 

i činjenicu da integral / -x~ d dx konvergira, zakijučujemo da i polazui mte- 
1 ^ 

gral konvergira. 


5. Razviti u stepeni red f(x) = (ln(l + ж)) 2 i odrediti poluprečnik 
konvergencije. 
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R.ešenje. Funkdju remo razvHi u red miiožeći medjusobno sve sabirke 
dvaju redova i grnpišuei tako ilobijene proizvode po stepenima od х 




= т 2 V" V" 

n=0 \fc=0 

Siedi da je 


\,^o ,l 1 * 


(-i) n “* (-1 Г 

П — k -k 1. k + 1 


,i(y 'Lz±r 

" L=o "■ 1 


v V' i_v х” 

^o\^+- fc + i (ii) (iii) * x*+ 1 / 


no = a, = 0 ! n ^ = 7(n-Hi)(Hij' n6Nl 


pa. jr |ra n .|. 2 | 


кЉ ( n “ + l)( fc -1- l) 


zbir n -I- 1 sabiraka od kojih је svaki 


veri od — i manii od 1. 1’геша toine, 

1 n I I) 2 

(n -I- 1) ■ j — < ! П п |- 2 i < (n + 1) ■ 1, 
( n + \) 1 

— < " Vk77 < "VKT2. 

yn -k 2 v 

Odatie siedi da je pohiprečnik konvergencije ./?> = 1. 


fehruar 1995. 


1. Ispitati i nacrtati gra.fi k: f(x) = 

2. Neka je a <E R 


л: 2 arctg ж 


(i) Poka.zaii da je fvmkcija f(x) = з; + cos х — a rastuća. 

(ii) Dokazati da jednačina T-f-cos^; = a nema pozil;ivnih korena 
ako je a < 1 . 

(iii) Dokazat i da jednačina х + cos х = a. ima jeda.n pozitivan 
koren ako je a > 1. 

Rešen je. 

(i) Kako je f f (x) = 1 — sin з; > 0 sledi da je funkcija / rastuća. 

(ii) Za х £ R važi х -| cos гг = n. f(x) = 0 i /(0) = 0 -|- 1 — a > 0. 

Kada bi х^ > 0 bio koren jednacine, važilo bi f(x\) = 0 < /(0), što je 
u suprotnosti sa (i). 


februar 1995 


(iiij Ovde važi 

/(0) = 0 -f 1 - a < 0, 

/(a -f 1) = a + 1 + cosfa + X) - a = 1 + cos(a + 1) > 0. 

Iz neprekidnosti fimkcije / па intervalu [П, a + 1.) slecli da postoji bar 
jedan koren x x £ (0, a + 1). Лко bi postojala dva pozitivna korena 
0 < x 2 < tj. f(x 2 ) = /(ж 3 ) = 0, iz monotonosti funkcije / sledilo 
bi /(т) = 0 za sve т € [® 2l т 3 ]. To bi značilo i da je 1-sin х = f(x) = 0 
za sve х £ (т 2 ,тз), sto je nemoguće, јег sinus dostiže vrednost 1 samo 

u taćkama oblika — + 2/с7Г , k £ Z. 

3. Izračunati površinu figure ograničene krivama 


т 2 = 4 + т/ i у 


т 2 + 4 


Rešenje. Tačke preseka krivih dobijamo elirninišući у iz sistema jednačina 

-f— = x 2 - 4, tj. •х' 1 = 24. 

X 7 + 4 

Obe krive su simetrične u ođnosu na ?/-osu. Površina iznosi 
УТл 

F = 2 / (/Гм - - 4 0 dx = ( 8 arctg I - з ж3 + 8з; ) n = 

8Mctf r¥T-- S -V 54 + 8^24. 


^sin х 

4. Ispitati konvergenciju integrala J *-dx. 

7Г X 


Rešenje. Fokazaćemo da dafci integral divergira. Pretpostavimo da dati 
integral konvergira. Onda bi konvergirali i sledeći integrali 


, /™ %(т 


7 Г ос 

f Sin X . f 


sin 2 уу + 

7Г“ 

V+ 2 


оо 5 1 р х 

а takodjc i f j dx, jer je 0 < 


sm 2 х sin 2 х 


za х e -,oo . Odatle 
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bi sledilo da konvergira i zbir 


°°sin 2 / 


l V 4- - J 


7Г 

V+ 2 


?sin 2 a; + sln 2 ^a; + 


J x + * 

f 2 


Medjutim, poznato je da poslednji integral divergira. 

5. Razviti u stepeni red u okolini tačke a; = — sin a funkciju v = 
х cos a j j 

0># . — 7з * odrediti poluprečnik konvergencije. 

r “i Za; sin a х 

Rešenje. Funkciju ćerno razviti u okolini tačke х = — sin д 


/7 х ci.n^ 


+ sin a + 2x sin a + х 2 cos 2 a + (х + sin a) 2 


sm a + х + sm a 


C°s a ^ ^ / х + sin a ^ 2 
\ cos a У 


ж + sin a 


= - tg a + 


z + sm a 


£ - 


: Е(->)” + ' l 6 a - + Е( _ 1Г (!+»»«}—■ 

n=0 V cosa / t'o V cosa / 

E — -Cn tSfl (« + sift “) 2n + E (х + Sin a) 2n+1 . 

cos Лп a ' L - J гп.ч 2п -Н г/Л J 


n=o \ 
2n co 


ж + sin flV 
cos a ) 


+ E (-о+^шау 

iri V cos a / 


cos A,l ‘ 1 ' 1 a 


2а nalaženje poluprečnika konvergencije treba naći najveću tačlcu nagomiia- 
vanja niza koeficijenata datih sa dva reda zavisno od parnosti indeksa niza: 

— = limsup v/|« Jt | = гпах jlimsup 2 {/|a 2 n|, lim sup 3 " + ,‘/|a 2rl+1 | \ 

II- п *-co t Д — *■ OO n — MX> * I 


J Vtga 1 

тах < lirn —■■ ■ ■ = , lrm 


cos a n-*oo cos a cos a 


R = cos a. 


april 1995. 


I. fspitati funkciju i nacrtati grafik: f(x) = - ln — 1 + t arctg' 

4 х — i 2 

Rešenje. Videti zadatak 6.94. 


jun 1995. 
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2. Dokazati dajednačina 2x — sinrc — ima bar jedno rešenje 

, \ 2 7Г 

na intervalu ( — . 7 г ) 

\2' J 

Rešenje. Primenom Lagranžove teoreme na funkciju f(x) = х 2 cos х. х с 
“ } 7г , која je neprekidna i diferencijabilna i pri tome je f*(x) = 2x - sin x\ 


zakijučujemo da jednačina f'(x) 


/(*) -7 (f) : 


intervalu (^ТјГј^Ј* ^Mco važi 


/( 7Г ) ~ f у — / = + cos 7Г ~ 

dolazimo do jednačine iz teksta zađatka. 


— ) =s 7Г + COS 7Г ; COS — = — 

2/ 4 2 4 


ima bar jedno rešenje u 


7Г 37Г 2 


3. Odrediti dužinu Juka krive 


У = а1п Js Z x 2 > *e[0,6] (C [0, a]). 


1 

/ Х а 

-т dz 9 . 

1 — x b sin X 


5. Razviti funkciju у = in у — - - ^ u stepeni red i odrediti poiuprečnik 
konvergencije. 


Rešenje. Nalaženjem prvog izvoda у 1 


1 1 1 1 _ 1 2 

3 1 -|- a; 3 1 — х 3 1 — х 2 
2 00 х 2n 4~i 


E 2n * , .. Z ^ X г 

* г * dobjjamo da je traženi razvoj у = - - - Poluprečnik kon- 


n=0 

vergencije je R = 1: 


= lim 


3 n-o 2?г 1 


3n V§ 


3(2n+l) 2 “*и/2а f 1 


jun 1995. 


1« Ispitati funkciju i nacrtati grafik f(x) = (a; + 

Rešenje. Videti sliku 6.9. 

2. Dokazati da jednaČina — — + - — ■ — - = — irna bar jedno rešenje 

2 1 + x l 4 J 

na intervaiu (0 } 1). 
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Rešenje. Pretlsfcavimo jednačinn и ekvi valentnom oblilcu 

i — х 7г In 2 

Т+Х* = 2 “ ~ 2 ~' 

i nadjinm primifcivnu funkciju za funkciju па levoj sfcrani jednačine 

/ т 2 = arct 8 * - 5 ln(l -!- *’) + c = /(.7.) -|- c. 

Fnnkcija / je neprekidna na [0,1] i diferencijabilna je na intervalu (0,1). 

Frimerioin Lagranžove teoreme zaključujemo da jednaćina 

1 — х тг ln 2 

= - - — 

ima bar jedno resenje na infcervalu ((), 1). 

'Л Dafc je niz 7 n — / ж"' 1 еГ т dx , n £ N. 
o 

(i) Dokazati 

[ n = ( 77 . - l)(n — 2) . . . ( 77 ,.- za k < n, £ N. 

(ii) Izracunafci /ј i / 6 . 

Rešenje. Videti [II], zadafcak 5.71. 


4. Ispitati konvergendjn nesvojstvenog integrala / x p ln(sin ж) dx. 

0 

Rešenje. Koristićemo nejednakosti 

2.т . Г тг1 

— < sin х < .т, т € 0, — , 


1п ж — In — < In sin х < In ж, т € [o, — ] , 


In sin ж < — 1, :r; £ 0, ■ 


Za p -}- 1 < 0 integral j x r ( — i ) d:n divergira, pa i / in sin х dx divergira. 

0 0 

Preostaje siučaj 77 > — 1. Izaberimo s > 0 fcako da važi p ~~ £ > — 1 (na 
primer e = Tada iz 

In т ,n :r - iu f In sin x 
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Sabiranjem se dobija 


^ ^ i -I ?! — Л i 

1,1 " Jl ~ E )b+ = ln |“fl - E + c - 

K — I k= 1 


°9 x a sin 2 х 


4- Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala / dx u 

0 - l) 6 

zavisnosti od realnih parametara a i b. 


w л , 0 /2 1 2 оо ч 

f x a sm х , r f f f \ x a 

J T^rf dx== (J + J + J + J ш 

o 4 0 I i a / v 


: a sin 2 ж 


— Tj" 

i) 6 


(i) Prvi sabirak. Važi 


konvergira za a > — 3 . 


(3 - l) 6 


x a - £, х — * 0 . Integral / x a+2 dx 

o 


-•ч A v* . r л: и sin 2 х sin 2 1 , , 

l 1! ) Drugi i treci sabirak. Iz 7 ггг ^ 7 rrr, ж — > 1, dobijamo uslov 

(х - 1 ) b ( х ~ l ) 6 

b < l. Primetimo da kod prvog i drugog sabirka imamo dodatni usiov 
za postojanje integrala da je b nesvodljiv raziomak čiji je imenilac 
neparan. 


(iii) Četvrti sabirak. Najpre koristeći 


x a sin 2 х x a sin 2 x 


~~ — — (x - iy> } ‘ г “*■ °° J 

svodimo ispitivanje ovog sabirka na ispitivanje integrala / x a ~ b sin 2 х dx, 

л. 

2 

Zatim zaključujemo da važi 0 < x a “ 6 sin 2 х < x a ~ b . U slučaju a — b < 

00 00 

“1 integral j x a ~ b dx konvergira, pa konvergira i / x a ~ b sin 2 х dx. Pre- 

Ж ?r 

2 2 

ostaje još da razmotrimo slučaj a — b > — 1 . 

U torn slučaju važi sledeći niz nejednakosti 

J x a ~ b sin 2 х dz > J x a ~ b sin 2 х dx 


> E / ► + ,r.|*.EU 


septembar 1995. 
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pa ako bi posmatrani integral konvergirao, onda bi harrnonijski red 
imao ograničen niz parcijahuh suma. Medjutim, kako znamo da iiar- 
monijski red divergira, siedi da i posmatrani integral divergira. 

Zakijučujemo da ako integral postoji ; tj. ako je b raziomak sa neparnim 

imeniocem. onda integral konvergira ako 1 samo ako su ispunjena siedeća tri 

usfova: a > ~3 5 b < 1 i a ~ b < - 1 . Ako je b iracionalan iii raziomak obiika 
zp 

2^+1 ^ p > q e Z )> P°4integralna funkcija nije definisana na intervalu (0, 1), 
P a ispitivanje konvergencije integrala nerna smisla. 


5. Funkciju 


f(x) = arctg 


1 -I- ху/з 

razvUi u stepeni red i odrediti poiuprečnik konvergencije. IColiko 


j« E(-i) n+1 - 


x J 7 = : 

. З п лД( 2n + 1) 

Rešenje. Koristeći 

Г/ \ tgf - tg(arctg*) / f- v 

f(x) — arctg — jf = arctg ( tg ( — - arctgx ) 

1 + tg J • tg(arctgi) л \3 /. 

periodičnost funkcije tg i ograničenost funkcije arc.tg zaključujerno 


arctg х 


/(*) = 


- - arctg х, 


[ — 3 - - arctg .г, х < — — . 

ilazvijanjem u red prvog izvoda i integrar.ijom dobićemo da na intervalu 

( V3 \ VI 

i -.00 1 V’A V i nnd nslnvmn n* \ '(* ^ * г-гч л .4.. I J : i 


3 , oo J važi. pod uslovom х > — — (i naravno đa red na desnoj strani 


jeđnakosti konvergira), 

Ж “ .. 2 n-H 

f(x) = — 7>-i) n — 

3 n=0 2n + 1 

Na ostatku domena funkcije / samo treba smanjiti slobodan čian za vr, šfco 
je period funkcije tg. Primenorn Košijeve formule iz lim 2 п ' v 7 2 ri -f 1 = ] 

odrnah sledi da je R = 1 , što pokazuje da je tačlca prekida u unutrašnjosti 
intervala konvergencije, pa u drugom deiu zadatka treba biti pažijiv. 

Za tražeriu sumu imamo 

У(- d»+‘ I = f fJA _ - 

,7о' 3"\/3(2«+ 1) \Д) 3 
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\/Ч 7Г 7 Г 7Г 

-l-arr,;g— ^ = -з + в= -«■ 


oktobar 1995. 

L ispilaii ftmkcijn i narriaU grafik f(x) 


l + ln |x| 


j , ispn.au J n n к c i j 1 1 i nacn.au giainv j j^jV 

2. Dokazaii da jednačina. x ? '(e — у/е) — e lft% ima bar jedno rešetije 
na intervaln (1,2). 

’Resenje. ,1ednačina. je ekvivalentna sa 

±-e l '* = e-\ft 

X* 

pa se ivrdjen је za.datka. može dobili pritnenom Lagranžove teoreme na funkciju 
f(x) - e/f x na interva.lu [1,2]. 


* ( sin х — cos х 

3. Dat je integrai l n = / I — 

u \sm х 4- cos х 


dx, n G N. 


. 71 

| (i) N aći vezu izmedju J n i 7 u -i (upufcstvo: koristiti smenu -- — 

х = /,). 

(ii) Izračunati /3. 

fl ..... ’ 

Rešenje. (i) Koristicemo navedenu smenu 

„ ж / sfi. Л . , у/2 , л/2 . \ 2n+1 

I т - -2 2_ 2 L V dt 

n ~ J л/2 л/2 . , , V2 . , л/2 . 

o \ — ; — cos — sm t -| — — cos * ■! — 2~ Sln / 

II ' ^ f 

11 = - J tg an+l irft 

0 

|| Upotrebom smeue z = tg t, dz = (i. -I- tg 2 t) dt dobijamo traženu relaciju 

т . 

7„ = - j (-1. -I- I + tg ? t) tg 2n -' I. dt = -4,-i - j * 2n -‘ = -/„-1 - - 


oktobar 1995. 


(ii) Imamo 


i . т 

r / sin / 1 

/ 0 — / dl = In |cos /| 

7 cos t 


pa koristeći formulu iz prvog dela zadatka dobijamo redom 

Г _ г 1 ln 2 — t 

4 - —lo ~ 2 ~ 2 ’ 

1 l - 2 ln 2 

h = ^ , 
ј 6 In 2 - 5 

/з = -J 2 

4. U zavisnosti od parametra. a ispitati konvergenciju nesvojstvenog 
integrala / x a In + — jJ dx. 

Rešenje. Tačke nesvojstvenosti su 0 i 00 . 

(i) Integral nad intervalom [l,oo). Važi x a In ^l + ~ x n •— , ж — * co, 

pa ovaj integral konvergira alco i samo ako je a < 1 , jer je to uslov za 

00 

konvergenciju integrala. / x tl " 2 dx. 


(ii) Infcogral nađ intervalom [0, 1]. Korisfcićemo sledeća dva limesa uz pret- 
postavku da je e > 0 


|] m г 

х — ►O . / _ Г 

l ln 


»• \ ^ 
lim 

з :— *0 T rt • X~~ £ 


'ALt fl _ 1 i+il 


lim - r — : — 

OO t £ 

2 1 1 

hm * — 

t~*oo 1 -p f , 2 Ei 


Нтп 

i-too Et e ~ X 


(a) Slučaj a < ™L Integral / x n dx divergira, pa je na osnovu prvog 

0 

limesa i (ii) divergenfcan. 

(b) Slučaj a > —1. Izaberimo e > 0 tako da je a — e > —1 (na primer 

Q _j_ 1 

E = ), 0 vog puta, infcegral f z n ~~ £ đx konvergira, pa je i (ii) 

2 0 

konvergentan. 
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Dali miegrai konvergira ako i sarno ako je a £ ( — 1,1). 

5. Funkciju f(x) = arccos(l — 2a; 2 ) razviti u stepeni reci i odrediti 
poluprečnik konvergencije. 

Rešenje. Primetirno da je /(0) = 0 1 da za х ф 0 važi 

_ "4з; _ 4.x = 2 sgn х 

1 (Xj _ УГ - (1 - 2 a ; 2 ) 2 “ v / 2® 2 (2 - 2 . Г ) ~ 


= 2s gni - £ (; 5 )(- 2 г = 2-en* e 

Dalde, razvoj funkcije /'(z) u okolini nuie zavisi od toga da ii je х > 0 ili 
х < 0, pa je to slučaj i sa f(x) 

ft x \ _ 2 S gn х ^ 2 П ~Р !! x~ 2n+t 

Л )" 6 n ti ( 2n ) !!(2n + l) a ’ ; 

_ .. . , .. . . 2 sgn x(2n — 1)!! . 

Koencijenti koji učestvuju u razvoju su a 2n 4- 1 = )\\(2 — -f ' 1) 1 а2п ~ 

n G N 0 . Da bismo izračunali poluprečriik konvergencije imamo 

1 _ , S 3„ + 1 /Г 7 2П У2 2 „ + 1 /(2n — 1)!! , 


limsup " Vl«- +1 | = Jim ^ n TI ' 


(2n)!! 


1 • 3 • 5 • • • (2n — 1) 3 • 5 • • • (2n + 1) , . .. . ... 

jer ie - < 1 l 1 • > 1. odakle dobiiamo 

2 • 4 • 6 • • • 2n 2 • 4 • • ■ 2n 

I (2n — 1)!! 

2TTT < ~W)T к 1 Вак1е * л=1 - 


januar 1996. 



1. Ispitati funicciju i nacrtati grafik f(x) = 2 — .г* + \/- . 

У з н- х 

2. Neka je / : [0, 2] — *• R diferencijabilna funkcija i neka je f‘ rastuća 
u intervalu (0,2], Dokazati da je 

f(x) < /(0) + xf( 2) za X e (0, 2). 


Rešenje. Dokazaćemo da je 

/(*) - /(0) 


< /'( 2 ). 


Primenom Lagranžove teoreme dobija se da za neko £ £ (0,a;) C (0,2) važi 


f 


februar 1996. 


dok iz date monotonosti siedi / ; (£) £ f*( 2), što zajedno implicira traženo 
tvrdjenje. 

3. Izračunati površinu ograničenu funkcijama 

f(x) = e A i g(x) = e x + siiR х 
na intervalu [0, тт]. 

Rešenje. Površiria je 


J (9( x ) ~ f(x))dx - J ~ 


— cos 2.г* ^ _ / ћ sin 2a; 

- " " V2 4 


4. Za icoje a i b lconvergira J 


2 + x b sin ; 


Rešenje. Važi 


b > -1 


2 + x b sin : 


,г* ~+ 0, 


. . x a x a 

b < - 1 => — — ~ —r . х -* 0. 

2 + x b sm х x b - х 

pa integral konvergira ako i samo ako je 

(fc >■- 1 i a > -1) Ш (b < -1 i a - b - 1 > »1), 
ili kraće ako i samo ako je a > — 1 ili a > b. 

5. Odrediti elementarni oblilc funkcije definisane redom 
— — — - i naći poluprečnik konvergencije. 

тг — 1 П(2'П 1) 


februar 1996. 

1. Ispitati funlcciju i nacrtati grafik f(x) = г* 2 / 3 е“ х . 

2. Neka je / : R — * R dva puta diferencijabilna funkđja i neka je 
f"(x) < 0. Dokazati da važi: f(b) > f(a) + (b - a)/'(fc), ako je 
a < b. 

Rešenje. Uzastopnom primenorn Lagranžove teoreme dobijamo f i rj tako 
đa je a < £ < rj < b i 

ZMl = /'((), ДМГ /"(,)<« 

Sledi /'(6) < /'(£) = Ш Z M. ; /((,) > /(„) + (4 _ a)f(b) 

o — a 
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3 bracunaU zapremuui i.ola nastalog rotacijorn krive 
f(:r) = (3 - т)у2~< 0 < :r < 2. 

Rešenje. Pnmenom poznate Гогтпи1е dobijamo zapreminu 
2 2 

1 /Г = J гг ( 3 -- :r) ? '(2 — :j: ) dx — тг J (18 — 2 1.т 3- 8.т 2 — т 3 ) dx 


4 Za koje a konvergira 


2 -f l — у X 2 — 1 


(т 2 - x) n 


Rešenje. llacionalisanjem dobijarno 
\/xA 4- 1 — \/ х 7 — 1. = 


v т. 4 1 4- Ут 2 — 1 


pa za :j: £ [ i , oo ) važi 

__ 2 

'Lt \/t 2 4 З.т 2 \/т 2 


V т 2 4 1 — Vx 2 — 1 < 


У :г 2 4 0 4 0 х 


00 f[x 

Preostaje паш jos sarno daispifcamo konvergenciju integrala j . 

1 х а+1 (ж — l) e 

Rastavljanjem intervala integracije dobijamo da integral konvergira ako i 
samo ako je n < 1 i 2a 4 I > 1, tj. kada je a G (0, 1). 


5. Razvifci u sfcepeni red funkciju 


e — e 


sin х , х ■/ 0 


f(r.) - V 2 ( J 

{ х = 0 

i odrediti poluprečnik kouvergencije. 

Rešenje. Primenmn poznatili razvoja đobijamo (videi.i poglavlje 6.3.) 


* 3! + 5! + ' ’ 

„ ( 1 Т л X 8 

2 3! + П + Ш + - 


у 2x 1n 

i,( 4n + 3 ) ! ' 


(jr- M n 

Da je poluprečnik konvergencije R = oo sledi iz lim ™ — p— : 

n-t-oo 7j| 

p > f) (uporediti sa zadafckom 5. iz sepfcembra 1994. sfcrana 287). 


jun 1996. 


jun 1996. 


1 Ispitati funkciju i nacrtati grafik f(x) — х In 4 . 


2. Dokazafci nejednakosfci: 

— - < lnf l 4 х) < :п, х > 0. 

1 4 х 

Rešenje. U nefcrivijalnom slučaju х > 0 dovođjenjein nejednakosti na oblik 

1 < ln(l -I- х) -In 1 < г 

1 4 ж ” т 

i primenom Lagranžove fceoreme na funkciju ln i interval [1, 1 4 ж], dobijamo 
tvrdjenje zadatka pozivanjem na monofcono opadanje prvog izvoda. Jnfcere- 
sanfcno je da se nejednakosfci mogu dokazafci i u slučaju — 1 < х < 0 ta.ko šfco 

se х zameni sa 1. 

х 4 1 

3. Izračunafci dužiuu luka krive 

37 

f(x)— f у cos t dt nad intervalom х 6 [ , — 1 . 

J L 4 4 

-п/Л 

Rešenje. Primefcimo da je f r (x) = д /cos х . 

£ јг 

i 7 f 

f V 14 cos х dx = J \J 2 cos 2 ~ dx = 2V2sin — 


dv^sin - = 4jl - cos — = 2\f2\j 2 - л/5. 
8 V 4 


4. Tspifcafci konvergenciju u zavisnosfci od paramefcara: f — r- dx . 

o In(e 4 x b ) 

Rešenje. 

co ^ l oo 

/ ln(e + ar fc ) Љ = / lnfe + .T'-) Љ + / ln(e+ ar fc ) 

П 0 1 

(i) Infcegral nad infcervalom [0. Ij. 

(a) Лко je b > 0, onda se podinfcegralna funkcija ponaša kao x a kada 
х fceži nuli, pa u fcom slučaju infcegral (i) konvergira ako i saino 
ako je a > — L 
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/ Inf e -f- 

(b) Ako je 6 < 0 i a > — 1 onda važi lim — - — = pa integral 

i 

konvergira, jer konvergira i j x a dx . 

o 


(c) Ako je 6 < 0 i a < —1 onda koristimo 


ln(e-f-x* 6 ) In x b 


- х ~ l 1 

х 6 (0,1]. Smenom ln х = t dobijamo / т dx = / — dt. 

0 — oo 

Poslednji integral divergira. pa to važi i za (i). 


(ii) Integrai nad intervalom [1 } оо). Anaiogno kao kod prethođnog inte- 
grala, razmatranjem slučajeva 

(a) b < 0, 

(b) b > 0 1 a < -1, 

(c) 6 > 0 i a > -1, 

zaldjučujeino da (ii) konvergira alto i samo ako je a < — 1. 

Polazni integral divergira za sve vrednosti parametara a i b. 

oo 

5. Izračunati sumu stepenog reda i odrediti poiuprečnik 

n=l 

konvergencije. 

Rešenje. Imamo 


/(®) = X] п 2 x n = х* 52 = *$'(*). 

n — 1 71=1 

< 7 (rc) — m" — ш 'na;" -1 = xh'(x), 


h(x) = 5> e = T-R-i. s(*) 

i — ж 


/(*) = 


(1 — a;) 2 — 2a;(l — х) - ( — 1) х х 2 


(1 - *)< 


(1 - г*) 3 


Л — li m а - г - - = lim 

7i-+oo a n+i п-+оо (n 1)^ 


iim — ~ 7 y = 1. 

l 1 + ») 


avgust 1996. 
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1. Ispitati funkciju f(x) = — — 1 Зш. 

1 -{- .г* 

2. Đokazati da jednačina ima bar jedno rešenje u intervalu i : 


+ 1-1 л/З 


4х х /г(г* 


(Гз - i) - l. 


Rešenje. Treba primeriiti Lagranževu teoremu na funkciju 

.. . л/Г+Т-1 Г1 1 

f{x) - Vi ’ xe L2 ! .- 

Funkcija se nalazi integracijom transcedentne funkcije na levoj strani jednačine. 


3. Neka je I n = / г* п е x dx za n 6 N. 

x/hT2 

(i) Izraziti / п+1 preko / n _j. 

(ii) Izračunati /ј 1 / 5 . 

Rešenje. 

(i) Iz jednalcosti 

(х^е - **)' = пх п - 1 е~ хг - 2a n+1 e“** 
integracijom dobijamo rekurentnu vezu 

/ , /l„n Ол”" ЈГ o r r T ^ , \/iu~ 2 

^ v in 2e — н/ п _| 2/ n+1 j /«+1 — ^ Ir— i 2 

(ii) /ј se izračunava smenom — г 2 = t 

/ј = / же“ х = — — f e L dt = — — . 

/ 2 J 4 e 

\/ПГ2 - !n 2 

Koristeći rezultat prvog deia zadatka dobijamo 

1 ln 2 e — 4 in 2 


Јз “ Jl “ + 1“ ” ЧГ + T - ' 

r „ r 1 ln 2 2 e - 5 . ■ ln 2 2 

/s = 2 *-s + — = -гг + , " 2 + т- 

4. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integraia 


f dx , 

J ( e «/x _ 1 ) 1 -’ “ ^ 
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Rešenje. Smenom I. = — se dobija 

X 

7 dx 7 l a l dt _ f 1 а 1 , 7 N 'ff 

I j;aJ7n~[)b ~ J > 2 / _ j)b _ J f2(e'-s sna _ ј + J { 2 ( e <sgna _ J )6 

0 0 0 I 

Г runetiima da ako je а < 0 i 6 nije nesvodljivi razlomak sa nepavnim imenio- 
cerri, podiritegvalna Гпикаја nije definisana. Inače, iz e l — 1 ~ t, i — * 0, siedi 
da firvi sabirak konvergira ako i samo ako je b < —1. 

Dvugi sabirak konvergira ako je ab > 0, jer je l 2 |e isgna — l)| > t 2 {l — 

e~ ] ) h za t > L Inače (tj. za ab < 0) divergira, jer je eksponencijaina funkcija 
veča od svakog polinoma, a ona se tada pojavljuje u brojiocu (upovediti sa 
(ii) u rešenju zadatka 4. iz juna 1994., strana 285). 

Ргетпа torne. integral konvergiva ako i samo ako je a < 0 i b < — 1, gde 

je b raziomak ranije navedenog obljka, a divergira ako je a > 0 i b > — 1 i b 

je vazlomak tog oblika. 

5. Razviti и stepeni recl / ( х ) = 1л(1 — х + — x 1 ) i odrediti 

polu prečnik konvergencije. 

Rešenje. Koristi se f{x) = ln ( 1 — х) -|- ln(l + т 3 ) 


/Ч*) = 


■ X> n + з* 7 Т,(- 1 ) п * 3п ' 


co тг-И T n - и ~ 


1 I 3 ■ (-1)" - 1 

fvrb' j« «0 = o. вз« I I = - з^јПГ ’ азп+а “ ~ 3^+2 ’ а3п+3 " 3n + 3 

— = шах ( lim 3 ” + \/l e 3 nH-ili 3 " <l rt 3n+2l, lim sup + \/|пзп ) з| (■ 

// | n~»co V n~+co v п—иоо j 

= m ах {1,1,1} = 1 , R — 1 ■ 
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Indeks 


Abelova grupa, 16 
adherencija skupa, 29 
adherentrra tačka, 29 
apsolutna vrednost, 14 
Arhimedova teorema, 21 
asimptotsko ponašanje 

funkcije, 145 г| Ј 

niza, 105 • • • 

Bernulijeva nejednakost, 9 
bijekcija, 38 

binomna formuia, 8 - 

binomni koehcijent, 8 
Bolcano-Vajerštrasova teorema. 29 
broj e, 88 

Čehišev-Hermitov pobnom, 216 

definicioni skup fimkcije, 37 
Dekartov proizvod, 2 
clesna granična vrednost, 112 
diferencijabilna funkcija, 186 
diferencij al, 186 

Dirihleova funkcija, 47, 156, 169 
divergentan niz, 57 
domen funkcije, 37 
drugi izvod, 186 

elcstrem, 238 

ekstremne vrednosti funkcije, 238 

funkcija, 37 

diferencijabilna, 186 
ekstremna vrednost, 40 


inverzna, 39 

monotono neopadajuća, 39 
monotono nerastuća, 39 
monotono opadajuća, 39 
monotono rastuća, 39 
neparna, 38 

neprekidna na skupu, 152 
neprekidnost u tački, 151 
ograničena, 38 
parna, 38 
periodična, 38 
siožena, 38 

teži beskonačnosti. 112 
uniformno nepreludna, 174 

grafik 

normala, 186 
tangenta, 186 
grafik funkcije, 39 
grartična vrednost funkcije 
u — oo , 112 
desna, 112 
leva. 112 
u -|-оо. 112 
u tački, 111 

granična vrednosfc niza, 57 
grupa, 16 

Hajne-Borelova osobina, 30 
harmonijski niz, 73 
Hausdorfov topoioški prostor, 30 
horizontaina asimpfcbfca, 142 
Hornerova šema, 116 
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implicHna funkcija. 185 
prvi izvod, 1.85 
inrmuun sktipa, 1,8 
iujekcija, 38 
interval, 18 

neograniren, 18 
ograničen, 18 
otvoren, .18 
zatvoren, 1.8 
inverzna fnnkci ja 
prvi izvod, 185 
inverzna funlccija, 39 
izolovana tacka skupa, 29 
izvofi 

desni, 183 
drugi, 188 
ievi, 183 
prvi, 183 
t.reći, 186 

iz vod siozene Гппкгјје, 185 

Jensenova nejednakost, 250 

Košijev niz, 73 
Košijeva teorema, 218 
kodomen fnnkcije, 37 
kornpaktan skup, 29 
kompletno uredjeno polje, 17 
kompozicija fuukcija, 38 
kornutativna grupa, .16 
koukavna funkc.ija, 246 
konveksna lunkcija, 246 
konvergentan niz, 57 
kosa asimptota, 142 
krikičan hro j, 238 

Lagerov polinoin, 216 
Lagranžova ieorema. 213 
leva granična vrednost, 112 
limes 

inferior niza, 75 


fNDEKS 

superior niz, 75 
lokalni 

ekstrem, 238 
maksimmn, 39, 238 
minimuin, 39, 238 
Lopitalovo praviio, 230 

Maklorenova formula, 221 
maksimurn 
lokalni, 39 
strogi lokalni, 39 
malo o, 106, 145 
metrički prostor, 36 
metrika, 36 
miniinmn 

lokalni, 39 
strogi lokaini, 39 
minimmn skupa, 18 
monotono opadajuća funkcija, 238 
monotono ra.stuća funkcija, 238 
monotonost funkcije, 238 

najveći ceo, 22, 58 
neparna funkcija, 38 
neprekidna funkcija, 151 

u tački sa desne strane, 152 
u tački sa leve strane, 152 
neprekid no proširenje funkcije, 182 
neprekidnost 

siožene funkcije, 152 
uniformna, 174 
neprekidnost funkcije 
u tački, 151 

nezavisno proinenljiva, 37 
niz, 57 

asimplotsko ponašanje, 105 
divergentan, 57 
divergentan u +oo, 57 • 
divergentan u —co, 57 
granična vrednošt, 57 
granica, 57 
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Košijev, 73 
коп vergentan , 57 
monotono neopad ajući, 86 
■monotono opađajući, 86 
monoiono nerastući, 86 
monotono rastući, 86 
ograničen, 57 
opšii član, 57 
tačka nagomilavanja, 75 
norrnala graftka funkcije, 186 

ograničen niz, 57 
ograničen skup, 29 
ograničena funkcija, 38 
Ojlerova konstanta, 92 
okolina tačke, 28 
osnovni pcriod fun'kcije, 39 
otvoren sknp, 29 
otvoreni pokrivač skupa, 30 

pararnetarska funkcija, 185 
prvi izvod, 185 
parna funkcija, 38 
period funkcije, 39 
periodična funkcija, 38 
podniz, 75 

stacionarni, 75 
])okrivač skupa, 30 
polje, 17 
prektr! 

funkcije u tački - druge vrste, 
152 

funkcije ii tački - otklonjiv, 152 
funkcije u tački - prve vrste, 
152 

prevojna tačka, 246 

princip rnatematičke indukcije, 5 

priraštaj 

nezavisno promenljive, 183 
zavisno promenljive, 183 
prvi izvod funkcije, 183, 186 
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rasfcojanje, 36 
Rimanova funkcija, 170 
Rolova teorema, 212 
rubna tačka skupa, 29 

skala rasta. nizova, 107 
skup, 1 

donje ograničenje, 18 
gornje ograničenje, 18 
infunum, 18 
kompaktan, 29 
minirnum, 18 
ograničen, 18, 29 
ograničen oclozdo, 18 
ograničen odozgo, 18 
otvoren, 29 
* supremum, 18 
unutrašnjost, 29 
zatvoren, 29 

skup vrednosti funkcije, 37 
složena funkcija., 38 
stacionami podniz, 75 
Stirlingova formula, 106 
supremum skupa, 18 
surjekcija, 38 
Stolcova teorema, 102 

tačka 

adherentna, 29 
unutrašnja, 29 
tačka nagomilavanja 
niza, 75 
skupa, 29 

tangenta grafika funkcije, 186 
Tejlorov polinom, 221 
Tejlorova formula, 221 
fceoreme srednje vrednosti, 212 
topološki prostor, 28, 32 

unifornma. neprekiđnost, 174 
uniformno neprekidna funkcija, 182 



312 


INDEKS 


unutrašnja tačka skupa, 29 
uređjeni par, 2 
uredjeno polje, 17 

veliko o, 105, 145 
vertikalna asimptota, 141 
viši izvodi, 186 

zatvaranje skupa, 29, 32 
zatvoren skup, 29 
zavisno promeriljiva, 37 



